
1. REALNI BROJEVI

OSNOVNI POJMOVI

1.1. Pristup. Polazimo od toga da je qitaocu sasvim jasno, xta su to
prirodni, celi i racionalni brojevi. Oznake koje �emo koristiti su slede�e:

N = {1, 2, 3, . . . } skup prirodnih brojeva

N0 = N ∪ {0} skup prirodnih brojeva sa nulom

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } skup celih brojeva

Q =
{m
n
|m ∈ Z, n ∈ N

}
skup racionalnih brojeva.

Iako smatramo da su pojmovi broja jasni, ipak odgovor na pita�e ,,Xta je
to broj tri?\ nimalo nije lak. Ako napixemo broj tri ovako: 3, podseti�emo
se da to nije broj tri ve� oznaka za broj tri. Ako uzmemo tri jabuke onda
to opet nije broj tri, ve� tri jabuke. Zaista, u prirodi, u stvarnom svetu
oko nas ne postoji samo broj tri, ve� samo tri neqega. Broj tri, kao i svaki
drugi postoji u naxim umovima, i apstraktan je po svojoj prirodi. Me�utim,
i pored toga xto se ne mo�e opipati, nacrtati ili ma na koji drugi naqin
materjalizovati, prirodan broj je pojam koji je jasan svakom zdravom (kogni-
tivno zdravom) detetu pri polazu u osnovnu xkolu. Pojam razlomka, smatraju
psiholozi jednostavniji je od pojma negativnog broja - prvi od �ih smestili
su u peti razred, a drugi u xesti razred osnovne xkole.

I tu se, otprilike zavrxava matematiqki sadr�aj koji je usvojiv ve�ini
	udi. Pojam realnog broja daleko je slo�eniji, i mi koji ga shvatamo i
razumemo qinimo ma�inu. Prvo nama poznato otkri�e realnog broja naqinio
je Pitagora, primetivxi da broj

√
2 nije racionalan. Taj dokaz ispisan

danax�im naqinom zapisiva�a izgleda ovako:

2
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Pretpostavimo da
√

2 jeste razlomak, na primer
√

2 = m
n , pri qemu su m

i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Posled�om pretpostavkom u stvari
smo uzeli da su u tom razlomku izvrxena sva mogu�a skra�iva�a. Sitnom
raqunicom, onda zak	uqujemo da je

m2 = 2n2,

odnosno da je broj m2 paran. Tada i m mora biti paran broj, jer je kvadrat
neparnog broja neparan, a parnog paran. Neka je na primer m = 2k, no tada je
4k2 = 2n2, odnosno

2k2 = n2.

Sada je n2 paran broj, pa je i n paran. Tako su i m i n parni, xto nije mogu�e,
jer smo pretpostavili da su uzajamno prosti. Ili drukqije: tada je mogu�e
razlomak skratiti sa 2, a rekli smo da su ve� sva skra�iva�a izvrxena.

Ali, otkuda Pitagori broj
√

2? Jednostavno, kao du�ina dijagonale kva-
drata stranice 1. Me�utim, mo�emo se zapitati da li broj

√
2 postoji. Za

razliku od broja 3, za koji zasigurno mo�emo re�i da postoji tri neqega u
prirodi, sliqno se ne mo�e re�i za

√
2. Pitagora je taj broj video kao du�inu

dijagonale kvadrata, ali svi znamo da je crte� idealizovan, da svaka linija
koju crtamo ima nekakvu deb	inu, iako su je stari Grci smatrali ,,du�inom
bez xirine\. Dakle, vixe ili ma�e precizno nacrtanu dijagonalu mo�emo
sresti, ali ne i taqno nacrtanu. Van geometrije, potraga za korenom iz dva
neqega mo�e postati i smnexna. Zamislite na primer, da u�ete u prodavnicu
i zatra�ite

√
2 kilograma braxna. To xto ste tra�ili sigurno ne�ete do-

biti, qak iako prodavac ima najbo	u nameru - dobi�ete pribli�nu vrednost
ograniqenu mogu�nostima vage. Ukoliko nai�ete na ma�e raspolo�enog pro-
davca, dobi�ete motku u glavu...

U ovoj k�izi, kao i u ve�ini savremenih k�iga, strukturu realnih bro-
jeva opisa�emo aksiomatski, zadaju�i sistem aksioma, odnosno osnovnih oso-
bina, koje ne dokazujemo, ve� smatramo da se svi sla�emo oko �ih. Kao i u
svakom drugom aksiomatskom sistemu, postav	aju se dva pita�a: pita�e ne-
protivrreqnosti i pita�e odluqivosti. Prvo je pita�e, zapravo bojazan, da
se iz datog spiska aksioma mogu redom izvesti tvr�e�e A i �egova negacija
¬A. Drugo je pita�e da li se za ma koje tvr�e�e mo�e na osnovu aksioma
ustanoviti da li je taqno ili netaqno. Ovim pita�ima se ne�emo direktno
baviti. Posebna ma�kavost aksiomatskih sistema jeste nedostatak konstruk-
cije. Ako skup realnih brojeva R opixemo kao skup koji zadovo	ava nekakav
spisak aksioma, time jox uvek ne odgovaramo na pita�e xta je to realan broj.
Na kraju ove glave, izvex�emo i standardnu konstrukciju skupa realnih bro-
jeva pomo�u Dedekindovih preseka.

1.2. Ure�ena po	a. Pre nego xto pre�emo na same realne brojeve, upo-
zna�emo jednu nexto xiru klasu matematiqkih struktura. To su ure�ena
po	a.

Ure�eno po	e je skup F , zajedno sa operacijama +, ·, konstantama (ili
istaknutim elementima) 0 i 1 ∈ F , i relacijom ≤, tako da va�e slede�e
aksiome:

(A0) 0 6= 1;
(A1) ∀x, y, z ∈ F (x+ y) + z = x+ (y + z);
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(A2) ∀x ∈ F x+ 0 = x;
(A3) ∀x ∈ F ∃y ∈ F x+ y = 0;
(A4) ∀x, y ∈ F x+ y = y + x
(A5) ∀x, y, z ∈ F (x · y) · z = x · (y · z);
(A6) ∀x ∈ F x · 1 = x;
(A7) ∀x 6= 0 ∈ F ∃y ∈ F x · y = 1;
(A8) ∀x, y ∈ F x · y = y · x
(A9) ∀x, y, z ∈ F x · (y + z) = x · y + x · z;
(A10) ∀x ∈ F x ≤ x;
(A11) ∀x, y ∈ F x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y;
(A12) ∀x, y, z ∈ F x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z;
(A13) ∀x, y ∈ F x ≤ y ∨ y ≤ x;
(A14) ∀x, y, z ∈ F x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z;
(A15) ∀x, y ∈ F 0 ≤ x ∧ 0 ≤ y ⇒ 0 ≤ x · y.

Komentari u vezi sa ovim aksiomama:
1◦ Neki ne stav	aju aksiomu (A0). Ona nema suxtinski znaqaj, ve� samo

isk	uquje trivijalan primer ure�enog po	a, naime jednoqlan skup F = {0},
sa pravilima 0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0, 0 ≤ 0.

2◦ Element y u (A3) nazivamo suprotan element elementu x i oznaqavamo
ga sa −x. Sliqo, element y u (A7) nazivamo inverzni element elementu x
i oznaqavamo ga sa x−1. U ovom trenutku definicija suprotnog (odnosno in-
verznog) elementa nije korektna, jer aksiome (A3) i (A7) tvrde samo da elemen-
ti sa datim svojstvom postoje, a ne i da su jedinstveni, odnosno da ne postoje
dva takva (ili vixe �ih), u kom sluqaju bi bili u nedoumici koji od tih
elmenata oznaqava −x, (odnosno x−1). Me�utim, ubrzo �emo dokazati da su
suprotan i inverzni element jedinstveni.

2◦ Aksiome (A1)−(A4) bave se operacijom +, aksiome (A5)−(A8) operaci-
jom ·; aksioma (A9) povezuje + i ·. Aksiome (A10) − (A13) bave se relacijom
≤, aksioma (A14) povezuje + i ≤, dok aksioma (A15) povezuje · i ≤. Dakle, za
svaki od simbola +, ·, ≤ imamo po qetiri aksiome, i po jednu koja povezuje
dva od �ih.

3◦ Algebarska struktura sa dve operacije + i · koja zadovo	ava aksiome
(A1) − (A9) naziva se po	e, ako su samo (A1) − (A7) i (A9) onda je telo, ako
su samo (A1)− (A5) i (A9), onda je req o prstenu.

4◦ Kada se zadr�imo samo na operaciji +, onda se struktura u kojoj va�e
(A1) − (A4) naziva komutativna grupa (a neki ka�u i Abelova grupa), ako
va�e samo (A1) − (A3), onda je grupa, ako va�e samo (A1) − (A2) onda je to
polugrupa sa jedinicom, a ako va�i samo (A1), onda je req o polugrupi. Neki
umesto polugrupa ka�u semigrupa.

5◦ Struktura sa jednom relacijom ≤ i aksiomama (A10) − (A12), naziva
se ure�en skup, a ako pridodamo i aksiomu (A13), onda se naziva totalno
(linearno, potpuno) ure�en skup.

6◦ U svakoj aksiomatskoj teoriji postoje razliqiti sistemi aksioma koji
dovode do iste teorije, tada se aksiome jednog sistema mogu dokazati na osnovu
aksioma drugog sistema i obratno. Za takve sisteme aksioma ka�emo da su
ekvivalentni. Konkretno u teoriji ure�enih po	a, qesto se umesto aksiome
(A15) navodi tvr�e�e iskazano u Stavu 1.5 �). Tada se tvrd�a ovde navedena
kao aksioma dokazuje.
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Dakle, ure�eno po	e je po	e i ure�en skup, jednovremeno, ali tako da su
operacije + i · saglasne sa relacijom ≤, onako kako je odre�eno aksiomama
(A14) i (A15).

Prvi, i ujedno najjednostavniji, primer ure�enog po	a jeste skup Q racio-
nalnih brojeva, za koji jednostavno proveravamo da u �emu va�e sve aksiome.
Skup Z nije ure�eno po	e, jer u �emu ne va�i, na primer, aksioma (A7).
Naime, za broj 2, ne postoji drugi ceo broj y, takav da je 2 · y = 1. Skup N nije
ure�eno po	e, jer u �emu tako�e ne va�i (A7), ali ne va�i ni (A3)...

U narednim Stavovima dokaza�emo iz aksioma najosnovnija svojstva ope-
racija + i · i relacije ≤ u ure�enim po	ima. Req je o uobiqajenim pravilima
raquna�a koje smo svi do sada (ma�e ili vixe) savladali tokom prethodnog
xkolova�a. Stoga dokazi ne�e biti optere�eni dodatnim pojax�ava�ima.

Sve dokaze pravila raquna�a koje izvodimo iz aksioma qitalac ne treba
preozbi	no da shvati. Oni nisu suxtina analize. Ovde su navedeni iz dva
razloga, da bi tekst qinio zaokru�enu celinu, i da bi se pokazalo da zaista
sve mo�e da se izvede iz aksioma.

1.3. Stav [osobine sabira�a]. U svakom ure�enom po	u va�i:
(a) x+ z = y + z ⇒ x = y; (zakon skra�iva�a ili kancelacije);
(b) x+ y = x ⇒ y = 0; (jedinstvenost neutralnog elementa);
(v) x+ y = 0 ⇒ y = −x; (jedinstvenost suprotnog elementa);
(g) −(x+ y) = (−x) + (−y).

Dokaz. a) x = x + 0 = x + (z + (−z)) = (x + z) + (−z) = (y + z) + (−z) =
y + (z + (−z)) = y + 0 = y;

b) x+ y = x = x+ 0, pa primenimo a);
v) x+ y = 0 = x+ (−x), pa primenimo a);
g) (x+y)+((−x)+(−y)) = y+(x+(−x))+(−y) = y+0+(−y) = y+(−y) = 0,

pa primenimo v). �

1.4. Stav [osobine mno�e�a]. U svakom ure�enom po	u va�i:
(a) x · z = y · z i z 6= 0 ⇒ x = y (zakon skra�iva�a);
(b) x · y = x i x 6= 0 ⇒ y = 1 (jedinstvenost neutralnog elementa);
(v) x · y = 1 ⇒ x 6= 0 i y = x−1 (jedinstvenost inverznog elementa);
(g) x · 0 = 0; Ako je x · y = 0, onda je x = 0 ili y = 0;
(d) −(x · (−y)) = x · y; −(x · y) = (−x) · y = x · (−y); (−x) · (−y) = x · y;
(�) (xy)−1 = x−1y−1.

Dokaz. a) x = x · 1 = x · (z · z−1) = (x · z) · z−1 = (y · z) · z−1 = y · (z · z−1) =
y · 1 = y;

b) x · y = x = x · 1, pa primenimo a);
v) x · y = 1 = x · x−1, pa primenimo a);
g) x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, pa primenimo zakon skra�iva�a; Ako je,

na primer, x 6= 0, onda postoji x−1, pa je y = y · 1 = y · (x · x−1) = (y · x) · x−1 =
0 · x−1 = x−1 · 0 = 0;

d) Imamo x·(−y)+x·y = x·((−y)+y) = x·0 = 0, pa primenimo jedinstvenost
suprotnog elementa; sliqno x · y + (−x) · y = y · x+ y · (−x) = y · (x+ (−x)) =
y · 0 = 0, pa jedinstvenost inverznog; najzad komnbinacijom prethodna dva je
x · y = −(x · (−y)) = (−x) · (−y);
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�) (xy)(x−1y−1) = x(yy−1)x−1 = x ·1 ·x−1 = xx−1 = 1, pa primenimo v). �

U prethodnom Stavu dokazali smo ne samo osobine mno�e�a, ve� i osobine
koje se odnose i na sabira�e i na mno�e�e. Pre nego xto navedemo osobine
relacije ≤, uvedimo i druge relacije poretka:

x ≥ y ako i samo ako je y ≤ x;
x < y ako i samo ako je x ≤ y i x 6= y;
x > y ako i samo ako je y ≤ x i x 6= y.

1.5. Stav [osobine pore�e�a]. (a) Iz x + z ≤ y + z sledi x ≤ z; isto
va�i i za izvedene relacije ≥, <, >;

(b) x ≥ 0 ako i samo ako je −x ≤ 0; −(−x) = x; x ≤ 0 ako i samo ako je
−x ≥ 0;

(v) x ≥ 0 i y ≤ 0 povlaqi x · y ≤ 0;
(g) x2 = x · x ≥ 0; 1 ≥ 0.
(d) 0 < x ako i samo ako je 0 < x−1;
(�) Iz x ≤ y i 0 ≤ z sledi x · z ≤ y · z; Iz x ≤ y i z ≤ 0 sledi x · z ≥ y · z;
(e) Iz x · z ≤ y · z i z > 0 sledi x ≤ y; iz x · z ≤ y · z i z < 0 sledi x ≥ y.

Dokaz. (a) Iz x+z ≤ y+z i (A14) sledi x = x+z+(−z) ≤ y+z+(−z) = y;
isto va�i i za izvedene relacije ≥, <, >;

b) x ≥ 0 ⇔ 0 ≤ x ⇒ (na osnovu (A14)) −x ≤ x+ (−x) = 0, i sliqno −x ≤ 0
povlaqi (−x) + x ≤ 0 + x, to jest 0 ≤ x; drugu jednakost dobijamo kada na
(−x) + x = 0 = (−x) + (−(−x)) primenimo zakon skra�iva�a; tre�a jednakost
je kombinacija prve dve;

v) Iz y ≤ 0, na osnovu b) sledi −y ≥ 0, pa je po aksiomi (A15), x · (−y) ≥ 0,
to jest, prema Stavu 1.4 d), −(x · y) ≥ 0, odakle je x · y ≤ 0, prema a);

g) Ako je x ≥ 0, onda rezultat sledi neposrednom primenom aksiome (A15).
Ako je x ≤ 0, onda je, prema a) (−x) ≥ 0, pa je (po (A15)) (−x) · (−x) ≥ 0, a
prema Stavu 1.4 d) je (−x) · (−x) = x · x; 1 = 1 · 1 ≥ 0;

d) Neka je x > 0, tada je 0 < 1 = x · x−1, pa zbog v), ne mo�e biti x−1 < 0;
drugi smer sledi iz prethodne taqke;

�) Najpre, iz x ≤ y sledi 0 ≤ y+(−x), pa kako je z ≥ 0, to na osnovu (A15)
imamo 0 ≤ (y + (−x)) · z = y · z + (−x) · z = y · z + (−x · z), pa je x · z ≤ y · z;
Za drugu implikaciju, iskoristimo da je −z ≥ 0, na osnovu b), pa je prema
prethodnom x · (−z) ≤ y · (−z), odnosno, −x · z ≤ −y · z, prema Stavu 1.4 d).
Da	e je y · z = y · z + x · z + (−x · z) ≤ y · z + x · z + (−y · z) = x · z;

e) Prethodnu taqku �), primenimo stav	aju�i z−1 umesto z. �

1.6. Oznake. Neka skra�e�a u oznaqava�u smo zapravo ve� koristili u
prethodnim stavovima.

1◦ Zbog aksioma (A1) i (A5) nepotrebno je navoditi zagrade, pa umesto
x+ (y + z) ili (x+ y) + z pixemo jednostavno x+ y + z;

2◦ Uobiqajeno je smatrati mno�e�e starijom operacijom od sabira�a, pa
umesto x+ (y · z) pixemo x+ y · z;

3◦ Oznaku za operaciju mno�e�a qesto izostav	amo, pa pixemo xy umesto
x · y;

4◦ Umesto rogobatnog x+ (−y) pixemo jednostavnije x− y (operacija odu-
zima�a);
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5◦ Umesto xy−1 pixemo x/y ili
x

y
(operacija de	e�a). U vezi sa ovom

operacijom, zgodno je izvesti pravilo raquna�a

p

q
+
m

n
=
pn+mq

qn
,

koje vidimo jer je
p

q
+
m

n
= pq−1 + mn−1 = pnn−1q−1 + mqq−1n−1 = (pn +

mq)(nq)−1 =
pn+mq

nq
;

6◦ Umesto a1 + a2 + · · ·+ an (zbir n razliqitih sabiraka) pixemo
n∑
k=1

ak,

i sliqno
q∑

k=p

ak je oznaka za ap + ap+1 + · · ·+ aq;

7◦ Sliqnu konvenciju uvodimo i za proizvod, naime
q∏

k=p

ak je oznaka za ap · ap+1 · · · · · aq;

8◦ Uvodimo aditivni stepen

n · x =
n∑
k=1

x = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n puta

,

i multiplikativni stepen

xn =
n∏
k=1

x = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n puta

;

Primedba: U definiciji 8◦, oznaka n je oznaka za prirodan broj, a x je
oznaka za elemente ure�enog po	a F . Tako oznaka n · x ne oznaqava proizvod
dva elementa po	a F , ve� ,,proizvod\ prirodnog broja n i elementa x ∈ F . U
narednom, vide�emo da je i ona prva interpretacija smislena.

1.7. Stav. Va�e pravila:

a)

q∑
k=p

ak =
q+r∑

k=p+r

ak−r i

q∏
k=p

ak =
q+r∏

k=p+r

ak−r;

b) a ·
q∑

k=p

bk =
q∑

k=p

a · bk;

v)
(∏q

k=p ak

)−1

=
∏q
k=p a

−1
k .

Pravila navedena pod a) i b) nazivaju se pravila za pomera�e indeksa
sumacije, odnosno mno�e�a.

Dokaz. a) se dobija smenom k + r = j, a zatim preoznaqava�em - umesto j
ponovo napixemo k;

b) se dobija uzastopnom primenom aksiome (A9), a v) uzastopnom primenom
Stava 1.4 (�). �
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1.8. Stav. a) Ako je za sve 1 ≤ j ≤ n, aj ≤ bj , onda je i
n∑
j=1

aj ≤
n∑
j=1

bj .

Pri tome znak jednakosti va�i ako i samo ako je za sve j, aj = bj .

b) Ako je za sve 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ aj ≤ bj , onda je i
n∏
j=1

aj ≤
n∏
j=1

bj . Pri tome

znak jednakosti va�i ako i samo ako je za sve j, aj = bj ili ako je za neko j,
bj = 0.

Dokaz. a) Uzmimo za poqetak da je n = 2. Tada prime�uju�i aksiomu
(A14) dvaput imamo

a1 + a2 ≤ a1 + b2 = b2 + a1 ≤ b2 + a2 = a2 + b2.

Za ve�e n primenimo vixe puta prethodno rasu�iva�e;
b) Isto kao i prethodno, samo xto umesto (A14) koristimo Stav 1.5 (�). �

1.9. Definicija [izomorfizam ure�enih po	a]. Za dva ure�ena po-
	a (F1,+1, ·1,≤1, 01, 11) i (F2,+2, ·2,≤2, 02, 12) ka�emo da su izomorfna ako
postoji bijekcija Φ : F1 → F2 takva da va�i

(1)

Φ(x+1 y) = Φ(x) +2 Φ(y)

Φ(x ·1 y) = Φ(x) ·2 Φ(y)

x ≤1 y ⇒ Φ(x) ≤2 Φ(y)

Φ(01) = 02

Φ(11) = 12

a preslikava�e Φ nazivamo izomorfizam
U suxtini, to znaqi da su po	a F1 i F2 istovetna izuzev xto elemente,

operacije + i ·, relaciju ≤ i konstante 0 i 1 oznaqavamo drugaqije. Zbi	a,
ukoliko umesto po	a Q posmatramo po	e zasa�eno povr�em qiji su elementi
,,prva glavica luka\, ,,druga glavica luka\, ..., ali i p/q-ta glavica luka itd,
pri qemu se sabira�e vrxi tako xto je zbir p/q-te i r/s-te glavice luka,
zapravo p/q + r/s-ta glavica luka, a mno�e�e i pore�e�e se definixe u is-
tom maniru, onda se novodobijeno po	e glavica luka suxtinski ni u qemu
ne razlikuje od po	a racionalnih brojeva, osim u neva�nom deta	u xto su
elementi jednog brojevi, a drugog povr�e.

Zaista, bijektivnost preslikava�a Φ garantuje da se F1 i F2 mogu pois-
tovetiti kao skupovi, a uslov (1) da je preslikava�e Φ saglasno sa, redom,
operacijom +, operacijom ·, relacijom ≤ i konstantama 0 i 1 (a neki ka�u i
quva operacie).

Ukoliko va�e samo uslovi (1) onda za preslikava�e Φ ka�emo da je ho-
momorfizam.

Primedba: Pojmovi izomorfizam i homomorfizam algebarski su pojmovi
i prirodno su vezani za teoriju algebraskih struktura.

1.10. Stav [ure�eno po	e generisano jedinicom]. Neka je F ure�eno
po	e. Postoji podskup skupa F0 skupa F koji je izomorfan (odnosno istove-
tan) sa po	em Q racionalnih brojeva. Xtavixe, F0 je minimalno potpo	e
po	a F .
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Dokaz. Neka je n prirodan broj. Posmatrajmo aditivne stepene broja 1,

n · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

∈ F.

Svi su oni me�usobno razliqiti, jer je

(n+ 1) · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n+1 puta

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

+1 = n · 1 + 1 > n · 1 + 0.

Fromalno govore�i {n · 1 |n ∈ N} nisu prirodni brojevi, ve� elementi
po	a F , ali ih mo�emo poistovetiti, jer naime preslikava�e Φ : N→ F , dato
sa Φ(n) = n · 1 ne samo da je bijekcija (uzajamno jednoznaqno), ve� je saglasno
i sa operacijama + i ·. To sledi iz zakona asocijativnosti, komutativnosti
i distributivnosti na slede�i naqin:

Φ(m+ n) = (m+ n) · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m+n puta

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m puta

+1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

=

= m · 1 + n · 1 = Φ(m) + Φ(n)

i
Φ(mn) = (mn) · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

mn puta

=

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

+1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

+ · · ·+ 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta︸ ︷︷ ︸

m puta

=

= (1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m puta

) · (1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

) =

= (m · 1)(n · 1) = Φ(m)Φ(n).
Pokuxa�emo da preslikava�e Φ na prirodan naqin proxirimo prvo do

skupa celih, a zatim i do skupa racionalnih brojeva. Neka je m ∈ Z i m < 0.
Stavimo Φ(m) = m · 1 = −(−m) · 1. I stavimo Φ(0) = 0 · 1 = 0.

Najzad, ako je p/q ∈ Q, stavimo Φ(p/q) = (p/q) · 1 = Φ(p)Φ(q)−1. Kao i
malopre, jednostavno se daju proveriti osobine

Φ(x+ y) = Φ(x) + Φ(y); Φ(xy) = Φ(x)Φ(y); x ≤ y ⇒ Φ(x) ≤ Φ(y),

xto prepuxtamo qitaocu. �

Primedba: Uobiqajenu u
beniqku frazu ,,prepuxtamo qitaocu da doka�e\
treba razumeti kao ,,autora mrzi da dokazuje\, xto je primen	ivo i u ovom
sluqaju.

1.11. Faktorijel i binomni koeficijent. Na osnovu prethodnog sta-
va, svako ure�eno po	e sadr�i vernu kopiju F0 skupa racionalnih brojeva Q.
To govori da je Q minimalno, najma�e mogu�e ure�eno po	e. Ubudu�e ne�emo
praviti razliku izme�u racionalnih brojeva i �ima odgovaraju�ih elemenata
potpo	a F0. Drugim reqima, za q ∈ Q, umesto Φ(q) pisa�emo prosto q, a za
n ∈ N umesto Φ(n) ili n · 1 pisa�emo prosto n. Tako se aditivni stepen nx
zbog

nx = x+ x+ · · ·+ x = (1 + 1 + · · ·+ 1)x = (n · 1) · x = n · x
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mo�e shvatiti i kao proizvod prirodnog broja n (preciznije �egove slike
Φ(n) ∈ F0) i elementa x ∈ F . Na taj naqin imaju smisla naredne definicije:

1◦ Faktorijel prirodnog broja n je

n! =
n∏
k=1

k = 1 · 2 · · · · · n;

2◦ Binomni koeficijent je

(
α
n

)
=

n∏
k=1

α− k + 1
k

=
α · (α− 1) · . . . (α− n+ 1)

n!
.

1.12. Stav. a) Ako je α ∈ N, tada je(
α
n

)
=

α!
n!(α− n)!

;

b) Uvek je (
α

n− 1

)
+
(
α
n

)
=
(
α+ 1
n

)
;

v) Va�i

(x+ y)n =
n∑
k=1

(
n
k

)
xkyn−k.

Ovo je poznata binomna formula;

g) Va�i
n∑
k=0

λk =


1− λn+1

1− λ
, λ 6= 1

n+ 1, λ = 1
. Ovo je formula za sumu geometrij-

skog niza.

Dokaz. a) Ako je α ∈ N, tada

(
α
n

)
=

n∏
k=1

α− k + 1
k

=
n∏
k=1

1
k
·
n∏
k=1

(α− k + 1) =

=
1
n!

α−n+1∏
j=α

j =
1
n!

α∏
j=α−n+1

j =

=
1
n!

α∏
j=1

j

α−n∏
j=1

j

=
α!

n!(α− n)!
;
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b) Imamo

(
α

n− 1

)
+
(
α
n

)
=
n−1∏
k=1

α− k + 1
k

+
n∏
k=1

α− k + 1k =

=

(
n−1∏
k=1

α− k + 1
k

)
·
(

1 +
α− n+ 1

n

)
=

=

(
n−1∏
k=1

α− k + 1
k

)
· α+ 1

n
=

=

n∏
k=2

(α+ 1− k + 1)

n∏
k=1

k

· (α+ 1) =

=
n∏
k=1

α+ 1− k + 1
k

=
(
α+ 1
n

)
;

v) Ovo dokazujemo indukcijom. Za n = 1 jednakost postaje (x+ y)1 = x+ y,
xto je nesum�ivo taqno. Pretpostavimo da je jednakost taqna za neko n ∈ N.
Tada je

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y) =
n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k(x+ y) =

=
n∑
k=0

(
n
k

)
xk+1yn−k +

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k+1 =

(
pomeramo indeks
sumacije u prvoj

)

=
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xkyn−k+1 +

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k+1 =

=
n∑
k=1

((
n

k − 1

)
+
(
n
k

))
xkyn−k+1 + xn+1 + yn+1 =

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
xkyn+1−k.

g) Ako je λ = 1 onda je stvar trivijalna, jer vidimo odmah aditivni stepen.

Neka je λ 6= 1. Oznaqimo S =
n∑
k=0

λk. Tada je

λS = λ
n∑
k=0

λk =
n∑
k=0

λk+1 =
n+1∑
k=1

λk = S + λn+1 − 1,

odakle jednostavno sledi rezultat. �
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REALNI BROJEVI

1.13. Supremum, infimum. Neka je F ure�en skup, odnosno skup sa
relacijom ≤ koje zadovo	ava aksiome (A10)− (A12), i neka je S ⊆ F .

Ka�emo da je elementM ∈ F gor�e ograniqe�e (a neki ka�u i majoranta)
skupa S, ako za sve x ∈ S va�i x ≤ M . Sliqno, element m ∈ F je do�e
ograniqe�e (minoranta) ako za sve x ∈ F , va�i m ≤ x.

Ka�emo da je element σ ∈ F supremum (a neki ka�u i gor�a me�a ili
taqna gor�a granica skupa S, i pixemo σ = supS, ako:

(1) σ je gor�e ograniqe�e skupa S;
(2) σ je najma�e mogu�e gor�e ograniqe�e. Drugim reqima, ako je i y

gor�e ograniqe�e skupa S, onda je σ ≤ y.
Analogno se definixe i infimum.
Ka�emo da je element σ ∈ F infimum (a neki ka�u i do�a me�a ili taqna

do�a granica skupa S, i pixemo σ = inf S, ako:
(1) σ je do�e ograniqe�e skupa S;
(2) σ je najve�e mogu�e do�e ograniqe�e. Drugim reqima, ako je y do�e

ograniqe�e skupa S, onda je σ ≥ y.

1.14. Definicija [skup R]. Realni brojevi su ure�eno po	e R u kome
pored aksioma ure�enog po	a, va�i i:

(A16) Ako je S ⊆ R neprazan i odozgo ograniqen skup, onda postoji σ =
supS.

1.15. Stav [o infimumu]. Neka je S ⊆ R neprazan i odozdo ograniqen
skup. Tada postoji σ = inf S.

Dokaz. Neka je T = −S = {−x |x ∈ S}. Svakako je T neprazan skup.
Doka�imo i da je ograniqen odozgo. Zaista, neka je m do�e ograniqe�e skupa
S, tada je za sve x ∈ S,m ≤ x, odnosno−m ≥ −x. Tako je−m gor�e ograniqe�e
skupa T .

Prema aksiomi (A16), postoji τ = supT . Pokaza�emo da je −τ = inf S. U
tu svrhu treba proveriti dve stvari. Prvo da je do�e ograniqe�e. Zaista, τ
je gor�e ograniqe�e skupa T , pa za sve y ∈ T , va�i y ≤ τ . Me�utim elementi
skupa T su oblika y = −x, za x ∈ S, pa za sve x ∈ S vredi −x ≤ τ , odnosno
−τ ≤ x. Drugo treba dokazati da je to najve�e do�e ograniqe�e. Zaista, ako
je z > −τ , tada je −z < τ , pa −z ne mo�e biti gor�e ograniqe�e skupa T
(inaqe τ ne bi bilo najma�e gor�e ograniqe�e). Tako postoji y ∈ T takvo da
je −z < y = −x, za neko x ∈ S, odnosno z > x za neko x ∈ S, pa z nije do�e
ograniqe�e skupa S. �

1.16. Lema [o karakterizaciji supremuma]. Neka je S ⊆ R neprazan
i odozgo ograniqen skup. Broj σ je supremum skupa S ako i samo ako je: (1)
gor�e ograniqe�e skupa S; (2) za sve ε > 0, postoji x ∈ S takvo da je σ−ε < x.

Dokaz. ⇒) Ako σ jeste supremum skupa S, i ako je ε > 0, onda je σ−ε < σ,
pa po definiciji supremuma, σ−ε ne mo�e biti gor�e ograniqe�e, a to znaqi
da nije za sve x ∈ S, x ≤ σ − ε, odnosno da postoji x ∈ S takvo da je σ − ε < x.
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⇐) Neka je σ gor�e ograniqe�e i neka va�i uslov (2). Doka�imo da je σ
najma�e gor�e ograniqe�e. Neka je y < σ. Tada je y = σ−ε, gde je ε = σ−y > 0,
pa po uslovu (2) postoji x ∈ S, takvo da je y = σ − ε < x, pa y ne mo�e biti
gor�e ograniqe�e. �

1.17. Stav [Arhimedovo svojstvo]. Neka su a, b ∈ R strogo pozitivni
brojevi. Tada postoji n ∈ N, takvo da je n · a > b.

Primedba1: Iako nosi Arhimedovo ime, svojstvo potiqe od Eudoksa Kni-
�anina.

Primedba2: Svojstvo je navedeno u Euklidovim elementima, kao jedno od
geometrijskih aksioma. Naime, geometrijska formulacija ove tvrd�e je da za
svake dve du�i postoji prirodan broj n, tako da ako ma�u du� nadove�emo
n puta samu na sebe, ona �e presti�i du�u. Zato je ova tvrd�a poznata i kao
Arhimedova aksioma o presti�ivosti. Mi je ovde ne nazivamo tako, jer je
dokazujemo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje pozitivni a, b ∈ R takvi da
je za sve n ∈ N,

(2) n · a < b,

i uoqimo skup S = {n · a |n ∈ N}. On je oqigledno neprazan, ali je zbog
(2) i ograniqen odozgo, pa prema (A16) postoji σ = supS. Kako je a > 0 to je
σ−a < σ, pa prema Lemi o karakterizaciji supremuma, postoji element skupa
S koji je ve�i od σ−a, odnosno postoji n ∈ N takav da je σ−a < n ·a. No tada
je i σ < (n+1)·a ∈ S, pa σ nije gor�e ograniqe�e skupa S. Kontradikcija. �

Primedba: Arhimedovo svojstvo poseduju i racionalni brojevi, to jedno-
stavno vidimo. Me�utim dokaz se osla�a na aksiomu supremuma, xto suge-
rixe da se Arhimedovo svojstvo ne mo�e dokazati samo iz prvih petnaest
aksioma. Zaista, postoje ure�ena po	a koja nemaju Arhimedovo svojstvo, takoz-
vana nearhimedova po	a. O tome videti ve�ba�a 3, 4.

1.18. Definicija [Intervali]. Neka je F ure�en skup, i neka su a, b ∈
R. Intervali su slede�i skupovi:

(a, b) = {x ∈ F | a < x < b};
[a, b] = {x ∈ F | a ≤ x ≤ b};
[a, b) = {x ∈ F | a ≤ x < b};
(a, b] = {x ∈ F | a < x ≤ b};

(a,+∞) = {x ∈ F | a < x};
[a,+∞) = {x ∈ F | a ≤ x};
(−∞, b] = {x ∈ F |x ≤ b};
(−∞, b) = {x ∈ F |x < b};

(−∞,+∞) = F .

Inkluzija [a, b] ⊆ [c, d] ekvivalentna je nejednakostima a ≤ c i b ≥ d, i
sliqno za ostale.

Zatvorene konaqne intervale qesto zovemo segmenti.
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1.19. Stav [karakterizacija intervala]. Neprazan skup A ⊆ R je in-
terval ako i samo ako zadovo	ava osobinu:

(3) ∀x, y, z x ≤ y ≤ z ∧ x, z ∈ A ⇒ y ∈ A.

Dokaz. ⇒) neposredna provera;
⇐) Oznaqimo α = inf A, β = supA. Istina, brojevi α, β ∈ R postoje

isk	uqivo ako je skup A ograniqen odozdo, odnosno odozgo, ali ako nije do-
govorimo se da tada stavimo α = −∞, odnosno β = +∞. Dokazujemo slede�e
tvrd�e:

1◦ Ako je α < x < β tada x ∈ A. Zaista, tada x nije ni gor�e ni do�e
ograniqe�e skupa A, jer u prvom sluqaju α ne bi bio infimum, a u drugom β
ne bi bio supremum, pa tada postoje x, x ∈ A, takvi da je α < x < x, x < x < β.
(U sluqaju da su α, β beskonaqnosti, obrazlo�e�e zaxto postoje x, x je jox
jednostavnije.) Prema osobini (3), tada x ∈ A.

2◦ Ako x /∈ [α, β] tada x /∈ A. Ako je na primer x < α, tada x /∈ A, jer u
suprotnom α ne bi bio do�e ograniqe�e. Sliqno, ako x > β, onda x /∈ A, jer
u suprotnom β ne bi bio gor�e ograniqe�e. (Ako su α, β beskonaqnosti, onda
ovde mo�da i nema xta da se dokazuje.)

Dakle, (α, β) ⊆ A ⊆ [α, β]. �

1.20. Stav [Kantor]. a) Dat je niz intervala [an, bn] ⊆ R, takvih da za
sve n va�i

(4) [an, bn] ⊇ [an+1, bn+1].

Tada postoji x ∈ R takvo da je x ∈
+∞⋂
n=1

[an, bn], odnosno x ∈ [an, bn], za sve n;

b) Ako, pri tome, za svako ε > 0, postoji n ∈ N sa osobinom bn − an < ε
(postoji interval proizvo	no male du�ine), tada je takvo x jedinstveno.

Sl. 1

Dokaz. a) Posmatrajmo skup S = {a1, a2, . . . , an, . . . }. On je svakako nepra-
zan (mada mo�e imati i samo jedan element). Doka�imo i da je ograniqen.
Naime, svaki broj bk je gor�e ograniqe�e skupa S. Da bismo se u to uverili
dovo	no je dokazati da je

(5) an ≤ bk

za ma koje prirodne brojeve n i k. Zaista, ako je n ≤ k, onda je an ≤ ak ≤ bk, a
ako je n ≥ k, onda je an ≤ bn ≤ bk, i to zato xto uslov (4) oznaqava da je niz
an rastu�i, a niz bn opadaju�i.

Prema aksiomi supremuma, postoji x = supS. Dokaza�emo da je x tra�eni
broj. Najpre x je jedno gor�e ograniqe�e skupa S, pa je ve�i od svih �egovih
elemenata. Zato je za sve n, x ≥ an. S druge strane svi elementi niza bn su,
zbog (5) gor�a ograniqe�a skupa S, a x je supremum, odnosno najma�e gor�e
ograniqe�e, pa je i za sve n, x ≤ bn;
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b) Va	a nam dokazati jedinstvenost pod dodatnim uslovom da postoji in-
terval proizvo	no male du�ine. Pretpostavimo suprotno da postoje dva raz-
liqita broja x, y ∈ [an, bn] za sve n. Uzmimo da je x < y, i odaberimo ε < y−x.
Neka je n prirodan broj takav da je bn − an < ε. Tada je

bn < an + ε < an + y − x < y < bn,

xto je nemogu�e. �

1.21. Stav [Lebeg]. Neka je dat interval [x, y], i familija intervala
(aα, bα), α ∈ A, takva da je

(6)
⋃
α∈A

(aα, bα) ⊇ [x, y].

Tada postoji konaqan podskup A0 ⊆ A, takav da je⋃
α∈A0

(aα, bα) ⊇ [x, y].

Primedba: Familija skupova sa osobinom (6) naziva se pokriva�e skupa
[x, y]. Stoga se ovaj stav reqima mo�e uobliqiti i ovako: ,,Iz svakog pokri-
va�a segmenta [x, y] otvorenim intervalima, mo�e se izdvojiti konaqno pot-
pokriva�e\.

Dokaz. Neka je z ∈ [x, y]. Uoqimo svojstvo

P(z) : ∃Az ⊆ A konaqan
⋃
α∈Az

(aα, bα) ⊇ [x, z]

i skup S = {z ∈ [x, y] | z ima svojstvo P(z)}, odnosno skup onih z-ova, za koje
se mo�e izdvojiti konaqno potpokriva�e intervala [x, z].

Oqigledno x ∈ S, jer je [x, x] jedna taqka i mo�e se pokriti samo jednim
(qak) intervalom iz naxe familije. Ci	 je da doka�emo da y ∈ S.

Oqigledno je S neprazan (x ∈ S) i odozgo ograniqen (po definiciji je
S ⊆ [x, y]), pa ima supremum, prema (A16). Oznaqimo ga sa σ.

1◦ korak. Doka�imo da σ ∈ S. Pretpostavimo suprotno, da σ /∈ S. Kako
je σ ∈ [x, y], to svakako σ ∈ (aβ , bβ), za neko β ∈ A. Kako je aβ < σ, to
postoji z ∈ S takvo da je aβ < z ≤ σ. Tada se segment [x, z] mo�e pokriti
sa konaqno mnogo intervala, to jest, postoji A0 ⊆ A konaqan, takav da je⋃
α∈A0

(aα, bα) ⊇ [x, z]. No, kako je (aβ , bβ) ⊇ (z, σ), to je⋃
α∈A0∪{β}

(aα, bα) ⊇ [x, σ],

pa otuda σ ∈ S.
2◦ korak. Doka�imo da je σ = y. Pretpostavimo suprotno, da je σ <

y. Kako znamo σ ∈ S, pa postoji konaqan A0 ⊆ A, za koji va�i [x, σ] ⊆⋃
α∈A0

(aα, bα). Neka je α0 ∈ A0 takvo da σ ∈ (aα0 , bα0). Odaberimo ε > 0 takvo
da je ε < bα0 − σ i ε < y− σ. Tada je, oqito i [x, σ+ ε] ⊆

⋃
α∈A0

(aα, bα), to jest
σ + ε ∈ S. Kontradikcija.

Dakle, y = σ ∈ S. Kraj. �



16 KONVERGENCIJA

FUNKCIJA CEO DEO I DECIMALNI ZAPIS

1.22. Definicija. Neka je x > 0. Ceo deo broja x definixemo kao

[x] = min{n ∈ N |n · 1 > x} − 1.

Skup qiji minimum tra�imo nije prazan na osnovu Arhimedovog svojstva,
a uzimamo da svaki neprazan podskup skupa N ima najma�i element.

Ako je x < 0, onda je

[x] =

{
−x, x ∈ Z
−[−x]− 1, inaqe

,

a jednostavno vidimo da je to isto xto i

min{n ∈ Z |n · 1 > x} − 1.

Slede�a karakterizacija funkcije ,,ceo deo\, vixestruko je korisna:
[x] je jedinstven ceo broj, takav da va�i

(7) [x] ≤ x < [x] + 1.

Ova karakterizacija je neposredna posledica definicije.
Prva decimala realnog broja x je broj

d1 = [10x]− 10[x],

druga decimala je

d2 = [100x]− 100[x]− 10d1,

i tako redom. Induktivno se mo�e definisati da je n-ta decimala realnog
broja x jednaka

(8) dn = [10nx]− 10n[x]−
n−1∑
k=1

dk10n−k,

ili u raspisanom obliku

dn = [10nx]− 10n[x]− 10n−1d1 − 10n−2d2 − . . . 10dn−1.

Oznaku [x], d1d2d3 . . . nazivamo decimalni zapis realnog broja x.
Ukoliko u definiciji (8) broj 10 zamenimo nekim drugim prirodnim bro-

jem p, onda �emo umesto decimalnog zapisa dobiti zapis u sistemu sa osnovom
p. O tome vixe videti u ve�ba�u 8.

1.23. Stav. a) x = sup
n≥1

{
[nx]
n

∣∣n ∈ N
}
;

b) Ako je x ∈ Q, onda se u prethodnoj jednakosti sup pretvara u max.

Dokaz. a) x je gor�e ograniqe�e navedenog skupa, jer je za sve n,
[nx]
n
≤ x,

xto je ekvivalentno sa (7). Doka�imo da je to i najma�e gor�e ograniqe�e.
Uoqimo ε > 0 i odaberimo n ∈ N sa osobinom nε > 1, xto mo�emo na osnovu
Arhimedovog svojstva. Tada �e, zbog (7), biti

x− ε < x− 1
n

=
nx− 1
n

<
[nx] + 1− 1

n
,
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a posled�i broj pripada navedenom skupu. Otuda x − ε ne mo�e biti gor�e
ograniqe�e;

b) Ako je x ∈ Q, na primer x =
p

q
, gde je p ∈ Z, a q ∈ N, tada x =

p

q
=

[qx]
q
∈ S. �

1.24. Stav. Neka su d1, d2, . . . decimale realnog broja x. Tada:
a) Za sve k ∈ N je dk ∈ {0, 1, 2, . . . , 9};
b) Za sve prirodne brojeve n va�i

(9) [x] +
n∑
k=1

dk
10k
≤ x < [x] +

n∑
k=1

dk
10k

+
1

10n
;

v) Ako oznaqimo xn = [x] +
n∑
k=1

dk
10k

, onda je

(10) x = sup{xn |n ∈ N}.

Dokaz. a) Ako (7) primenimo na broj 10x, dobijamo [10x] ≤ 10x < [10x]+1,
a odatle ponovnom primenom (7) na sam broj x,

(11)
[10x] ≤ 10x < 10[x] + 10

[10x] > 10x− 1 ≥ 10[x]− 1

Odatle je d1 = [10x]−10[x] > 10[x]−1−10[x] = −1, pa je d1 ≥ 0, jer je oqito
req o celom broju. S druge strane d1 = [10x] − 10[x] ≤ 10[x] + 10 − 10[x] = 10,
pa je i d1 ≤ 9.

Ovime smo dokazali tvrd�u za k = 1. Sliqno se pokazuje i za ve�e k-ove:

dn = [10nx]− 10n[x]−
n−1∑
k=1

dk10n−k < 10[10n−1x] + 10− 10n[x]−
n−1∑
k=1

dk10n−k =

= 10

(
[10n−1x]− 10n−1[x]−

n−2∑
k=1

dk10n−1−k − dn−1

)
+ 10 = 10

i sliqno

dn = [10nx]− 10n[x]−
n−1∑
k=1

dk10n−k > 10[10n−1x]− 1− 10n[x]−
n−1∑
k=1

dk10n−k =

= 10

(
[10n−1x]− 10n−1[x]−

n−2∑
k=1

dk10n−1−k − dn−1

)
− 1 = 0− 1 = −1

b) Za n = 1 imamo
[10x] ≤ 10x < [10x] + 1,

odnosno kada oduzmemo 10[x], i podsetivxi se da je d1 = [10x]− 10[x],

d1 ≤ 10x− 10[x] < d1 + 1,

xto je ekvivalentno tra�enoj nejednakosti.
Sliqno qinimo i za ostale n. Naime, iz (7) imamo

[10nx] ≤ 10nx < [10nx] + 1,
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xto kada oduzmemo 10n[x] +
n−1∑
k=1

dk10n−k, postaje

dn ≤ 10nx− 10n[x]−
n−1∑
k=1

dk10n−k < dn + 1,

xto je ekvivalentno tra�enoj nejednakosti, posle de	e�a sa 10n;
v) Najpre, uoqimo da je uvek 10n > n, xto se lako izvodi indukcijom.
Iz levog dela nejednakosti (9) oqito je x gor�e ograniqe�e skupa {xn}.

Me�utim ono je i najma�e, jer ako odaberemo ε > 0, onda postoji n ∈ N takvo
da je 1 < nε < 10nε, odnosno 1

10n < ε, i tada je iz desnog dela nejednakosti (9)

x < xn + 1
10n < xn + ε, odnosno x− ε < xn. �

1.25. Zapa�a�a. Pomo�u definicija (8) svakom realnom broju dode-
	en je �egov decimalni zapis. To preslikava�e je zbog prethodnog stava
injektivno. Naime, ako dva razliqita realna broja x i y imaju isti deci-
malni zapis, onda se skupovi {xn} i {yn} poklapaju, pa imaju isti supremum.
Otuda je x = y.

S druge strane, mogu�e je jednakox�u (10) svakom decimalnom zapisu do-
deliti jedan realan broj. Me�utim to dode	iva�e nije vixe injektivno.
Naime decimalnim zapisima 1, 000 . . . i 0, 999 . . . dodeli�emo isti realan
broj 1!

Tako je skup decimalnih zapisa nexto xiri, ve�i od skupa realnih bro-
jeva. O tome koji su sve decimalni zapisi ,,vixak\ videti ve�ba�e 7.

PREBROJIVI I NEPREBROJIVI SKUPOVI

1.26. Definicija. Ka�emo da skupovi A i B imaju isti kardinalni
broj ako postoji bijekcija f : A→ B. Kardinalni broj skupa A oznaqavamo sa
CardA.

Ako su skupovi A i B konaqni (odnosno imaju konaqno mnogo elemenata)
onda oni imaju isti kardinalni broj ako i samo ako imaju isti broj elemenata.

Kardinalni broj praznog skupa je Card ∅ = 0, a kardinalni broj ma kog
n-toqlanog skupa je n. Na primer Card{1, 2, . . . , n} = n.

Ovo je bila nexto slobodnija definicija. Formalnije je me�u skupovima
uvesti relaciju ekvivalencije A ∼ B ako i samo ako postoji bijekcija f : A→
B, pa da se onda kardinalni broj definixe kao klasa ekvivalentnih skupova.
Ovde da	e iskrsavaju problemi jer postoja�e skupa svih skupova dovodi do
paradoksa u naivnoj teoriji skupova, cehmu nije mesto u kursu analize, ve�
matematiqke logike.

Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva oznaqavamo sa CardN = ℵ0. U
pita�u je prvo slovo jevrejske azbuke i qita se ,,alef\. Za skup koji ima kardi-
nalni broj ℵ0 ka�emo da je prebrojiv. Prebrojivost nekog skupa ekvivalentna
je intuitivnom pojmu da se taj skup mo�e ,,pore�ati u niz\ (beskonaqan). Za-
ista, ako je skup A = {a1, a2, . . . }, tada se bijekcija f : N → A posti�e na
jednostavan naqin putem f(n) = an. Tako se sasvim jednostavno mo�e videti
da je svaki podskup skupa N ili konaqan, ili prebrojiv.



1. REALNI BROJEVI 19

Me�u kardinalnim brojevima mo�e se uvesti i poredak. Ka�emo da je
CardA ≤ CardB ukoliko postoji injekcija (1 − 1 preslikava�e) f : A → B.
Sasvim jednostavno se vidi da ova relacija ne zavisi od skupova A iB ve� samo
od �ihovih kardinalnih brojeva. Zaista, ako A i A′, odnosno B i B′ imaju
isti kardinalni broj, onda postoje bijekcija g : A→ A′ i h : B → B′, pa ako je
f : A→ B injektivno, onda je i h◦f ◦g−1 : A′ → B′ tako�e injektivno. Tako�e,
sasvim je jednostavno videti da je ova relacija refleksivna (id : A→ A iden-
tiqko preslikava�e je injektivno) i tranzitivna (kompozicija injektivnih
je injektivno). Antisimetriqnost �emo dokazati u narednom Stavu.

Sve one skupove koji nisu ni konaqni ni prebrojivi zovemo neprebrojivi.
Jasno je da su neprebrojivi skupovi ve�i i od prebrojivih i od konaqnih.
Me�u neprebrojivim skupovima ima vixe razliqitih kardinalnih brojeva.

1.27. Stav [Kantor-Bernxtajn]. Ako postoje f : A → B i g : B → A,

1 − 1 funkcije, onda postoji h : A 1−1→
NA

B. Drugim reqima, relacija ≤ me�u

kardinalnim brojevima je antisimetriqna.

Gruba skica dokaza. Formiramo skupove Cn, n = 0, 1, 2, . . . i skup S na
slede�i naqin

C0 = A \ g(B), Cn+1 = (g ◦ f)(Cn), S =
+∞⋃
n=0

Cn.

Odmah se vidi da je

Cn = (g ◦ f)n(A \ g(B)), S =
+∞⋃
n=0

(g ◦ f)n(A \ g(B)).

Derfiniximo funkciju h : A→ B sa

h(x) =

{
f(x), x ∈ S
g−1(x), x /∈ S

.

Funkcija je korektno definisana, jer iz x /∈ S izlazi x /∈ C0, a odatle x ∈
g(B), pa postoji jedinstveno y ∈ B, takvo da je g(y) = x.

Doka�imo da je 1− 1. Zaista jednakost h(x1) = h(x2) svodi se na f(x1) =
f(x2), g−1(x1) = g−1(x2) ili f(x1) = g−1(x2), u zavisnosti od toga gde se
nalaze x1 i x2. U prva dva sluqaja neposredno dobijamo x1 = x2 pozivaju�i
se na to da je funkcija f , odnosno g−1 injektivna. U tre�em sluqaju, kada
x1 ∈ S, x2 /∈ S, iz f(x1) = g−1(x2), dobijamo (g ◦ f)(x1) = x2, odakle i x2 ∈ S
xto je kontradikcija. Zato je h injektivna.

Doka�imo da je NA. Zaista, ako y ∈ B, tada ili g(y) /∈ S ili g(y) ∈ S.
U prvom sluqaju je y = g−1(g(y)) = h(g(y)) i to je kraj. U drugom sluqaju je
za neko n, g(y) ∈ Cn i to n ne mo�e biti nula, jer C0 ne seqe g(B). Dakle,
g(y) = (g ◦ f)n(x) za neko x. No, tada je

g(y) = g(f((g ◦ f)n−1(x))),

odnosno, zbog injektivnosti preslikava�a g,

y = f((g ◦ f)n−1(x)) = h((g ◦ f)n−1(x)).

�
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1.28. Stav. Skupovi N, Z i Q su prebrojivi.

Dokaz. Skup N je prebrojiv po definiciji.
Skup Z je prebrojiv, jer je preslikava�e ϕ : Z→ N, dato sa

ϕ(k) =

{
2k, k > 0
1− 2k, k ≤ 0

,

bijekcija.
Prebrojivost skupa Q dokazujemo na slede�i naqin. Sve pozitivne racio-

nalne brojeve pore�amo u beskonaqnu tablicu na slede�i naqin

y y
1/1 1/2 1/3 1/4

↗ ↙ ↗ ↙
2/1 2/2 2/3 2/4
↓ ↗ ↙ ↗

a zatim ih pore�amo u niz onako kako to pokazuju strelice. Jasno je da se svi
pozitivni racionalni brojevi nalaze u gor�oj tablici. Naime broj p/q na�i
�emo u preseku p-te vrste i q-te kolone. Me�utim neki od �ih se ovde nalaze
vixe puta, na primer razlomci 2/5, 4/10, 6/15 jesu jedan te isti racionalan
broj. Zato iz dobijenog niza precrtamo suvixne brojeve.

Mo�emo i formalizovati malo pre dobijenu bijekciju izme�u skupova N
i Q+. Naime, re�a�e gor�e tablice u niz jeste funkcija ϕ : N → Q+, data
sa

ϕ(n) = ϕ

(
m(m+ 1)

2
+ k

)
=


k

m+ 2− k
, m parno

m+ 2− k
k

, m neparno

,

pri qemu je n na jedinstven naqin prikazan kao n = m(m+1)/2+k, gde jem ≥ 0,
i k ∈ {1, 2, . . . ,m}, a mo�e i eksplicitno m = min{j ∈ N | j(j + 1)/2 ≥ n},
k = n−m(m+1)/2. Funkcija ϕ je ,,NA\, ali nije 1−1. Me�utim, tada postoji
injektivna funkcija ψ : Q+ → N. Kako je ideniqko preslikava�e id : N →
Q+, dato sa id(n) = n oqigledno injekcija, to prema Kantor Bernxtajnovoj
teoremi postoji bijekcija f : N→ Q+.

Sada nije texko konstruisati bijekciju h : N→ Q. Naime, stavimo

h(n) =


0, n = 1
f(n/2), n parno

−f((n− 1)/2), n neparno

.

�

1.29. Stav [Kantor]. Skup R je neprebrojiv.

Dokaz. Da�emo dva dokaza ove tvrd�e. Prvi potiqe od samog Kantora. Za
poqetak dokazujemo da je interval (0, 1) neprebrojiv. Pretpostavimo suprotno,
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to jest da se on mo�e pore�ati u niz: (0, 1) = {x1, x2, . . . }, i neka su decimalni
zapisi tih brojeva dati sa

x1 = 0, α11α12α13 . . . α1n . . .

x2 = 0, α21α22α23 . . . α2n . . .

x3 = 0, α31α32α33 . . . α3n . . .

...
...

...

xn = 0, αn1αn2αn3 . . . αnn . . .

...
...

...

Odaberimo cifre βk, takve da je βk 6= αkk. Tada broj y sa decimalnim
zapisom

y = 0, β1β2β3 . . . βn

nije obuhva�en spiskom. Naime, y 6= xk, jer se �ihove k-te decimale razlikuju.
Istina postoje razliqiti decimalni zapisi za jedan isit broj, ali je tada,

videti ve�ba�e 7, nu�no da u jednom od �ih bude βk = 9 za sve k poqevxi
od nekog. I tada samo treba dodati uslov βk 6= 9, xto su�ava izbor ali ne
previxe.

Kada smo dokazali da je (0, 1) neprebrojiv, prirodno je zak	uqiti da ni
R ne mo�e biti prebrojiv, kao jox ve�i skup. I zaista, ako pretpostavimo da
je R prebrojiv, onda postoji bijekcija f : R→ N, qija je restrikcija f |(0,1) :
(0, 1)→ N onda injektivno preslikava�e. Da	e, funkcija g : N→ (0, 1), data
sa g(n) = 1/n tako�e je injekcija, pa prema Kantor Bernxtajnovoj teoremi
postoji bijekcija h : N→ (0, 1), xto smo ve� pokazali da je nemogu�e. �

Drukqiji dokaz. dat je ovako:
Pretpostavimo suprotno, da je R = {x1, x2, . . . } prebrojiv. Formiramo niz

umetnutih segmenata na slede�i naqin.

a1 = xl1 = x1;
b1 = xm1 , xm1 je prvi po redu ve�i od a1;

a2 = xl2 , xl2 je prvi posle xm1 koji ∈ [a1, b1];

b2 = xm2 , xm2 je prvi posle xl2 koji ∈ [a2, b1]...

Preciznije (mada ma�e razum	ivo) to se mo�e zapisati ovako:

l1 = 1, lk = min{n |n > mk−1, xn ∈ [xlk−1 , xmk−1 ]},

mk = min{n |n > lk, xn ∈ [xlk , xmk−1 ]},

ak = xlk , bk = xmk
.

Oqigledno va�i [ak, bk] ⊇ [ak+1, bk+1], pa prema Kantorovom stavu 1.20, postoji
x ∈ R, takvo da je x ∈ [ak, bk], za sve k. Neka je to, na primer xj . Tako je za
sve k taqno ak ≤ xj ≤ bk, odnosno

xlk ≤ xj ≤ xmk
.

Posled�e je, me�utim nemogu�e, jer interval [xlk , xmk
], prema definiciji ne

sadr�i elemente sa ma�im indeksima. �
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1.30. Zapa�a�a. 1◦) Jedno vreme, stajalo je otvoreno pita�e, ima li
drugih kardinalnih brojeva izme�u ℵ0 i c = CardR, ili nema. Drugim reqima
stajala je otvorena hipoteza:

Ako je A ⊆ R, onda je ili CardA = CardR = c ili CardA ≤ CardN = ℵ0.
Ova hipoteza poznata je pod nazivom Hipoteza kontinuuma. Oni koji su je

prihvatali kardinalni broj skupa R oznaqavali su sa ℵ1 (kao prvi slede�i).
Me�utim, Pol Koen, dokazao je 1963. godine da je hipoteza kontinuuma neza-
visna od ostalih aksioma teorije skupova, poznatih kao Cermelo Frenkelove
aksiome.

2◦) Me�usobno neekvivalentnih skupova, odnosno razliqitih kardinalnih
brojeva ima mnogo. Zapravo, toliko mnogo da je sveukupnost takvih objekata
toliko glomazna (sliqno sveukupnosti svih skupova) da ako bi je nazvali skup
onda bi poremetila aksiome teorije skupova, odnosno dovela bi do paradoksa
u naivnoj teoriji.

Sa stanovixta analize, me�utim, dovo	no je da razlikujemo konaqne, pre-
brojive i neprebrojive skupove.

GUSTINA SKUPOVA R I Q

1.31. Stav. Neka su a i b realni brojevi i a < b.
a) postoji x ∈ Q takvo da je a < x < b;
b) postoji x /∈ Q takvo da je a < x < b;
v) Za svako x ∈ R je x = supLx, gde je Lx = {y ∈ Q | y < x}.

Dokaz. a) Ako su a, b ∈ Q, onda se x jednostavno mo�e dobiti kao x =
(a+ b)/2.

Neka je, sada, b /∈ Q. Tada je, prema Stavu 1.23,

b = sup
{

[bn]
n

∣∣n ∈ N
}
,

pa tada za neko n va�i a < [bn]/n ≤ b, prema lemi o karakterizaciji supre-
muma. Me�utim, posled�a nejednaksot je stroga, jer [bn]/n ∈ Q, a b /∈ Q.

Ostao je jox sluqaj a /∈ Q i b ∈ Q. Tada primenimo prethodni sluqaj na
brojeve −b < −a. Tada postoji racionalno x ∈ (−b,−a). Broj −x je tra�eni
broj.

b) Pretpostavimo suprotno, da su svi brojevi iz intervala (a, b) racio-
nalni. Tada je skup (a, b) ⊆ Q prebrojiv. Me�utim, zahva	uju�i bijektivnom
preslikava�u ϕ : (0, 1)→ (a, b), f(x) = a+ x(b− a), takav je, onda i interval
(0, 1), xto je u suprotnosti sa Stavom o neprebrojivosti realnih brojeva 1.29;

v) Broj x je oqito gor�e ograniqe�e skupa Lx. Me�utim, ono je i najma�e
takvo, jer se za ε > 0 izme�u brojeva x − ε i x nalazi bar jedan racionalan
broj, odnosno postoji bar jedno y ∈ Lx koje je ve�e od x − ε, pa x − ε ne mo�e
biti gor�e ograniqe�e. �
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STEPENOVA�E I KORENOVA�E

1.32. Stepena funkcija (stepena n ∈ N) je funkcija fn : R→ R, data sa
fn(x) = xn.

Sasvim jednostavno se pokazuje da je za n parno, funkcija fn strogo rastu�a
na intervalu [0,+∞), a strogo opadaju�a na intervalu (−∞, 0]. Naime, pri-
menom Stava 1.8 b), dobijamo da iz 0 ≤ x < y sledi xn < yn, odnosno fn(x) <
fn(y), dok za x < y ≤ 0, va�i 0 ≤ −y < −x, pa je yn = (−y)n < (−x)n = xn. Na
sliqan naqin, izvodi se da je fn strogo rastu�a na qitavom R, u sluqaju da je
n neparno.

1.33. Stav [o egzistenciji korena]. Neka su a > 0 i n ∈ N proizvo	ni
brojevi. Tada postoji jedinstven x > 0, takav da je xn = a.

Dokaz. Posmatrajmo skup S = {x > 0 |xn ≤ a}.
Kao prvo, skup S nije prazan. U sluqaju da je a ≤ 1, tada a ∈ S, jer je

an = a · an−1 ≤ a · 1. U sluqaju da je a > 1, tada 1 ∈ S, jer je 1n = 1 ≤ a.
Kao drugo, skup S je ograniqen odozgo. U sluqaju a ≤ 1 jedno gor�e

ograniqe�e je 1, jer za x ∈ S imamo xn ≤ a ≤ 1 = 1n, pa ako x > 1 onda
xn > 1n - kontradikcija. U sluqaju a > 1 jedno gor�e ograniqe�e je a, jer za
x ∈ S imamo xn ≤ a = a ·1n−1 ≤ an, pa ako x > a onda xn > an - kontradikcija.

Dakle, prema aksiomi supremuma postoji σ = supS. Postoje tri mogu�no-
sti: σn < a, σn = a, σn > a. Isk	uqi�emo prvu i tre�u.

Ako je σn < a, onda uoqimo ε > 0 sa osobinama ε < 1 i ε < (a− σn)/A, gde

je A =
n∑
k=1

(
n
k

)
σn−k, i tada �e biti

(σ + ε)n = σn +
n∑
k=1

(
n
k

)
εkσn−k ≤ σn + εA < a,

odakle σ + ε ∈ S, pa σ nije gor�e ograniqe�e - kontradikcija.
Ako je σn > a, onda uoqimo ε > 0 sa osobinama ε < 1 i ε < (σn − a)/A, gde

je A =
n∑
k=1

(
n
k

)
σn−k, i tada �e biti

(σ − ε)n = σn +
n∑
k=1

(
n
k

)
(−1)kεkσn−k ≤ σn − εA > a,

odakle je σ−ε gor�e ograniqe�e skupa S, jer za x ∈ S imamo (σ−ε)n > a ≥ xn,
to jest σ − ε > x - kontradikcija.

Dakle, σn = a.
Jedinstvenost je jednostavna. Zaista, ako postoje x 6= y pozitivni takvi

da je xn = yn = a, tada je ili 0 < x < y, odakle sledi a = xn < yn = a, ili
0 < y < x odakle na isti naqin sledi kontradikcija. �

1.34. Korenova�e. Na osnovu prethodnog stava, stepena funkcija fn
posmatrana na intervalu [0,+∞) jeste bijekcija. Injektivna je, jer je strogo
rastu�a, a surjektivna je na osnovu Stava o egzistenciji korena. Ako umesto
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fn : [0,+∞) → [0,+∞) stepenu funnkciju posmatramo na qitavom R, dakle
kao fn : R→ R, onda razlikujemo sluqajeve n parno i n neparno.

Naime, ako je n parno tada takva funkcija ne mo�e biti 1 − 1, jer je
fn(−x) = fn(x), a ne mo�e biti ni ,,NA\, jer nikada nije fn(x) < 0. Me�utim za
n neparno je fn bijekcija na R. Zaista, tada fn prevodi pozitivne u pozitivne,
a negativne u negativne brojeve i uvek je strogo rastu�a, pa je injektivna. Jox
da je ,,NA\. Ako je a > 0 tada postoji x > 0 sa osobinom fn(x) = a prema
prethodnom Stavu. Ako je a = 0, tada fn(0) = 0, i najzad, ako je a < 0,
tada −a > 0, pa postoji y > 0 takvo da je yn = −a, i tada je za x = −y,
xn = (−y)n = −yn = −(−a) = a.

Korenu funkciju gn definixemo kao inverznu funkciju stepene funkcije
fn. Za n parno gn : [0,+∞) → [0,+∞), a za n neparno gn : R → R. Korenu
funkciju oznaqavamo

gn(x) = x1/n = n
√
x.

Ako je q = m/n pozitivan racionalan broj, pri qemu su m i n uzajamno
prosti brojevi, odnosno nesvod	iv razlomak, onda stepenu funkciju x 7→ xq

definixemo kao

(12) xq = (x1/n)m = fm(gn(x)).

Ovde treba voditi raquna o tome xta je domen ovakve funkcije. Naime, ako
je n neparno, onda izraz u (12) ima smisla za sve x ∈ R, dok za n parno, on
ima smisla samo za x ≥ 0. Tako je x2/3 definisano za sve x ∈ R, a x3/4 samo
za x > 0.

Ako je q = 0 i x 6= 0, definixemo x0 = 1 i najzad, ako je q < 0, onda
definixemo

xq =
1
x−q

,

pri qemu mora biti x > 0 ukoliko je imenilac broja q paran, a x 6= 0, ukoliko
je imenilac broja q neparan.

1.35. Stav [osobine stepene funkcije]. Neka su x, y ∈ R i p, q ∈ Q.
Tada va�i

a) (xy)q = xqyq;
b) xp+q = xpxq;
v) (xp)q = xpq;
Primedba: Upozorava se qitalac da je dokaz ovog Stava veoma dosadan, te

se preporuquje da se prilikom prvog qita�a izostavi, naroqito ako qitalac
dobro barata raqunicom sa stepenima i korenima.

Dokaz. Najpre �emo ove osobine dokazati za sluqaj kada su p i q prirodni
brojevi. Prva osobina je komutativnost i asocijativnost mno�e�a, jer je

(xy)q = (xy)(xy) . . . (xy)︸ ︷︷ ︸
q puta

= xx . . . x︸ ︷︷ ︸
q puta

yy . . . y︸ ︷︷ ︸
q puta

= xqyq;

Druga je samo asocijativnost, jer je

xp+q = xx . . . x︸ ︷︷ ︸
p+q puta

= xx . . . x︸ ︷︷ ︸
p puta

xx . . . x︸ ︷︷ ︸
q puta

.



1. REALNI BROJEVI 25

Tre�a je, tako�e, samo asocijativnost, jer je

xpq = xx . . . x︸ ︷︷ ︸
pq puta

=

= xx . . . x︸ ︷︷ ︸
p puta

xx . . . x︸ ︷︷ ︸
p puta

. . . xx . . . x︸ ︷︷ ︸
p puta︸ ︷︷ ︸

q puta

=

= (xpxp . . . xp︸ ︷︷ ︸
q puta

) = (xp)q.

Iz tre�e osobine vidimo i da funkcije fm i gn komutiraju, jer je

fn(fm(gn(x))) =
(
(x1/n)m

)n
=
(
(x1/n)n

)m
= xm = fm(x),

odakle je fm ◦ gn = gn ◦ fm, to jest ( n
√
x)m = n

√
xm.

Sada �emo pretpostaviti da su p = 1/m i q = 1/n reciproqne vrednosti
prirodnih brojeva. Oznaqimo x1/n = a i y1/n = b. Tada je prema ve� dokazanom
(ab)n = anbn = xy, odakle je x1/ny1/n = ab = (xy)1/n, xto dokazuje prvu
osobinu.

Za tre�u, imamo ((
x

1
n

1
m

)m)n
=
(
x

1
nm

)mn
= x,

odakle dobijamo rezultat uzastopnom primenom funkcija gn i gm.
Za drugu, stavimo x = amn = (am)n = (an)m, tada je x1/m = an i x1/n = am,

i

x
1
n + 1

m = (amn)
m+n
mn =

(
(amn)

1
mn

)m+n

= am+n = aman = x
1
nx

1
m .

Neka su sada, q = m/n i p = k/l pozitivni racionalni brojevi. Tada za
prvu osobinu imamo

(xy)q =
(
(xy)1/n

)m
=
(
x1/ny1/n

)m
=
(
x1/n

)m (
y1/n

)m
= xqyq.

Za drugu je

xp+q = x
ml+nk

nl =
(
x1/nl

)ml+nk
=
(
x1/nl

)ml (
x1/nl

)nk
= xqxp.

Za tre�u je

(xp)q =
((

(x1/l)k
)1/n

)m
=
((

(x1/l)1/n
)k)m

= (x1/nl)km = xpq

.
Sliqno se proveravaju i ako je neki od brojeva p, q jednak nuli ili nega-

tivan. �

KOMPLEKSNI BROJEVI

1.36. Definicija. Na skupu R2 = {(x, y) |x, y ∈ R} ure�enih parova
realnih brojeva uvodimo operacije sabira�a i mno�e�a pomo�u

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′),

(x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′).
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Ure�ene parove realnih brojeva sa ovako uvedenim oepracijama + i · nazi-
vamo kompleksni brojevi i oznaqavamo sa C.

Jednostavno se proverava da kompleksni brojevi u odnosu na opeaciju +
zadovo	avaju aksiome (A1)− (A4) sa spiska aksioma ure�enog po	a, pri qemu
je neutralni element (0, 0) i �ega �emo kra�e oznaqavati 0, dok je suprotni
element elementa (x, y), dat sa (−x,−y). Nexto slo�enije je proveriti da
mno�e�e zadovojava aksiome (A5)−(A8), kao i aksiomu (A9), ali se to svodi na
obiqnu raqunicu. Pri tome neutralni element za mno�e�e je ure�en par (1, 0)
koga kra�e oznaqavamo sa 1, a inverzni element ne-nultog elementa (x, y) dat je
sa (x/(x2 + y2),−y/(x2 + y2)). Proveri�emo ovo posled�e. Prema definiciji
imamo

(x, y) ·
(

x

x2 + y2
,
−y

x2 + y2

)
=

=
(

x2

x2 + y2
− −y2

x2 + y2
,
−xy

x2 + y2
+

yx

x2 + y2

)
= (1, 0).

Na taj naqin, struktura (C,+, ·) jeste jedno po	e, xto znaqi da u �emu va�e
sva pravila raquna�a sa + i · koje smo do sada izveli. Ono nije ure�eno jer
nismo definisali relaciju ≤. Nexto kasnije vide�emo da se tu poredak ni
ne mo�e uvesti, tako da dobijemo ure�eno po	e.

Preslikava�e Φ : R→ C, dato sa Φ(x) = (x, 0) jeste homomorfizam po	a,
jer oqigledno va�i Φ(0) = 0, Φ(1) = 1, Φ(x + y) = Φ(x) + Φ(y), Φ(x · y) =
Φ(x) ·Φ(y), i jox je injektivno, pa R mo�emo poistovetiti sa �egovom slikom
Φ(R) = {(x, 0) |x ∈ R} ⊆ C.

Imaginarna jedinica je broj (0, 1) ∈ C. �ega oznaqavamo sa i. Taj broj
ima zanim	ivu osobinu

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0) = −1.

Odavde se vidi da C ne mo�e biti ure�eno po	e, jer u svakom ure�enom po	u
va�i x2 ≥ 0 za sve �egove elemente, pa bi u C imali −1 = i2 ≥ 0, ali i
1 = 12 ≥ 0, odakle je 1 = 0, xto je nemogu�e.

Svaki se kompleksan broj (x, y) mo�e napisati u obliku

(x, y) = (x, 0) · (1, 0) + (y, 0) · (0, 1) = x+ yi,

imaju�i u vidu naxe oznake. Ubudu�e �emo kompleksne brojeve zapisivati na
ovaj drugi naqin x + yi, a ne kao (x, y). Sa takvim zapisom, realne brojeve
poistove�ujemo sa kompleksnim brojevima oblika x+ 0 · i.

Realni deo kompleksnog broja z = x + yi, je Re z = x; imaginarni deo je
Im z = y; konjugovano kompleksni broj je z̄ = x − yi, a apsolutna vrednost

je |z| =
√
x2 + y2 = z · z̄. Sve ove qetiri funkcije mogu se primeniti i na

realne brojeve, i tada su one trivijalne osim u sluqaju apsolutne vrednosti.
Naime realni deo i konjugovan broj realnog broja su on sam, a imaginarni deo
je nula. Apsolutna vrednost realnog broja je

|x| =
√
x2 =

{
x, x ≥ 0
−x, x < 0

.
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1.37. Stav [svojstva kompleksnih brojeva]. Ako su z = x + yi i w =
u+ vi dva kompleksna broja, tada va�i

a) |Re z| ≤ |z|; | Im z| ≤ |z|; |z| ≤ |Re z|+ | Im z|;
b) z ± w = z ± w; z · w = z · w;

( z
w

)
=
z

w
;

v) z + z = 2 Re z; z − z = 2i Im z.

Dokaz. a) |Re z| = |x| =
√
x2 ≤

√
x2 + y2 = |z|; | Im z| = |x| =

√
y2 ≤√

x2 + y2 = |z|; |z|2 = x2 + y2 = |x|2 + |y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2;
b) z ± w = (x± u) + (y ± v)i = (x±u)− (y±v)i = (x−yi)± (u−vi) = z±w;

z · w = xu− yv + (xv + yu) = xu − yv − (xv + yv)i = (x − yi)(u − vi) = zw;

za tre�u jednakost je dovo	no dokazati w−1 = w−1, a to je taqno na osnovu
jedinstvenosti inverznog elementa i jednakosti 1 = 1 = ww−1 = ww−1.

v) lako. �

1.38. Geometrijska interpretacija komleksnih brojeva. Ka�u da
je Gaus prvi doxao na ideju da kompleksne brojeve predstav	a kao taqke ravni.
Imaju�i na umu da broj i - imaginarna jedinica nije ni ma�i niti ve�i od
nule, najlogiqnije je da ga smestimo negde izvan realne prave. S druge strane, s
poqetka kompleksne brojeve vidimo kao ure�ene parove realnih, a kako posled-
�ima odgovara taqno jedna taqka ravni u Dekartovom koordinatnom sistemu,
to i kompleksnom broju odgovara jedna taqka ravni.

Za potrebu geometrijskog pedstav	a�a kompleksnih brojeva umesto x i y-
osa, govori�emo realna i imaginarna osa. Na narednoj slici predstav	eni su
kompleksni brojevi 3 + 2i, −1 + i i −2− i.

Sl. 2

Apsoltna vrednost kompleksnog broja na slici se vidi kao �egovo ras-
toja�e od koordinatnog poqetka, to jest od nule. Realni deo kao projekciju
na realnu osu, imaginarni kao projekciju na imaginarnu osu, a konjugovano
kompleksni broj kao simetriqan u odnosu na realnu osu.
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VA�NE NEJEDNAKOSTI

1.39. Nejednakost trougla. Za sve kompleksne brojeve z i w va�i

|z + w| ≤ |z|+ |w|,

pri qemu znak jednakosti va�i ako i samo ako su z i w istog pravca, odnosno
ako postoji pozitivan broj λ ≥ 0, takav da je ili z = λw ili w = λz

Dokaz. Imamo

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = |z|2 + |w|2 + zw + zw =

= |z|2 + |w|2 + 2 Re zw ≤
≤ |z|2 + |w|2 + 2|z||w| = (|z|+ |w|)2.

Xto se tiqe znaka jednakosti on nastupa ako i samo ako je Re zw = |zw|.
Ustanovimo kada za neki kompleksan broj a = α+ iβ va�i Re a = |a|, odnosno
α =

√
α2 + β2. To �e biti ako i samo ako je β = 0 i α ≥ 0. Tako je Re zw = |zw|

ako i samo ako je zw = µ ≥ 0, odnosno (posle mno�e�a sa w) ako i samo ako je
z|w|2 = µw, odnosno z =

µ

|w|2
w ako je w 6= 0. Ako je w = 0, onda je w = 0 · z. �

1.40. Bernulijeva nejednakost. Neka je n ∈ N i h ∈ R, h > −1. Tada
je

(13) (1 + h)n ≥ 1 + nh,

pri qemu znak jednakosti va�i ako i samo ako je n = 0, n = 1 ili h = 0.

Dokaz. Indukcijom. Za n = 0 nejednakost se svodi na 1 ≤ 1, a za n = 1 na
1 + h ≤ 1 + h, dve nesum�ivo taqne nejednakosti.

Pretpostavimo da (13) va�i za neki prirodan broj n. Pomno�imo tu
nejednakost sa 1 + h > 0. Dobijamo

(1 + h)n+1 = (1 + h)n(1 + h) ≥ (1 + nh)(1 + h) =

= 1 + (n+ 1)h+ nh2 ≥ 1 + (n+ 1)h.

Na posled�em mestu, jednakost va�i ako i samo ako je n = 0 ili h = 0.
Dakle, ve� za n ≥ 2 i h 6= 0 va�i stroga nejednakost. Za n = 0, 1 i h = 0
neposrednom proverom ustanov	avamo da va�i jednakost. �

1.41. Nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine. Neka su
a1, a2, . . . , an ≥ 0 realni brojevi. Tada va�i

(14) n
√
a1a2 . . . an ≤

a1 + a2 + · · ·+ an
n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako su svi brojevi a1, a2, . . . , an me�u sobom
jednaki.

Leva strana u (14) naziva se geometrijska sredina, a desna aritmetiqka
sredina brojeva a1, a2, . . . an.
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Dokaz. Za n = 1 nejednakost se svodi na a1 ≤ a1. Za n = 2, ona postaje
√
ab ≤ a+ b

2
, xto je ekvivalentno sa 0 ≤ (

√
a−
√
b)2 = a+ b− 2

√
ab.

Indukcijom mo�emo dokazati da je ona taqna i za brojeve oblika n = 2k.
Naime, uzimamo za bazu indukcije n = 2, a zatim dokazujemo prelaz n⇒ 2n:

(15)

2n
√
a1a2 . . . a2n =

√
n
√
a1 . . . an n

√
an+1 . . . a2n ≤

n
√
a1 . . . an + n

√
an+1 . . . a2n

2
≤

≤

a1 + · · ·+ an
n

+
an+1 + · · ·+ a2n

n
2

=
a1 + a2 + · · ·+ a2n

2n

Zavrxni potez je da doka�emo da se nejednakost (14) prenosi sa broja n na
broj n− 1. Ovakav naqin dokaziva�a naziva se regresivna indukcija. Najpre
smo dokazali da nejednakost va�i za beskonaqno mnogo prirodnih brojeva -
u naxem sluqaju to su brojevi 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . , a zatim ,,popu�avamo rupe\
koje su ostale izme�u �ih, ali odozgo, od ve�eg broja ka ma�em.

Doka�imo implikaciju n ⇒ n − 1. Oznaqimo G = n−1
√
a1a2 . . . an−1. Ako

stavimo u (14) an = G, onda je

G = n−1
√
a1a2 . . . an−1 = n

√
a1a2 . . . an−1(a1 . . . an−1)1/(n−1) ≤

≤ a1 + a2 + · · ·+ an−1 +G

n
,

odnosno

nG ≤ a1 + a2 + · · ·+ an−1 +G,

odakle jednostavnim prebaciva�em dobijamo tra�enu nejednakost.
Doka�imo da znak jednakosti va�i ako i samo ako su svi brojevi a1, a2,

. . . , an me�u sobom jednaki. Za n = 2 to je trivijalno. Poka�imo da se ova
tvrd�a prenosi u oba indukcijska koraka n⇒ 2n i n⇒ n−1. U prvom koraku,
nejednakost (15), da bi va�ikla jednakost potrebno je da bude n

√
a1a2 . . . an =

n
√
an+1 . . . a2n, kao i a1 = · · · = an i an+1 = · · · = a2n, odakle dobijamo a1 =
· · · = a2n.

U drugom indukcijskom koraku, potrebno je da va�i a1 = a2 = · · · = an−1 =
G, odakle je oqigledno a1 = . . . an−1. �

Primedba: Postoje najrazliqitija uopxte�a prethodne nejednakosti. Ne-
ka od �ih navedena su u ve�ba�u 10.

1.42. KoxiXvarcova nejednakost. Neka su a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . bn
kompleksni brojevi. Tada va�i

(16)

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑
k=1

|ak|2

√√√√ n∑
k=1

|bk|2,

pri qemu znak jednakosti va�i ako i samo ako su nizovi a1, . . . , an i b1, . . . , bn
proporcionalni, to jest ako i samo ako postoje kompleksni brojevi λ i µ takvi
da je za sve j λaj + µbj = 0 pri qemu je λ2 + µ2 > 0.
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Dokaz. Oznaqimo najpre,

A =
n∑
k=1

|ak|2; B =
n∑
k=1

|bk|2; L =
n∑
k=1

akbk.

Treba da doka�emo da je |L|2 ≤ AB.
Oqiglednu nejednakost

(17) 0 ≤ |ajbk − akbj |2 = |aj |2|bk|2 + |ak|2|bj |2 − ajbkakbj − akbjajbk,

prosumiramo po j = 1, . . . , n, i dobijamo

0 ≤ |bk|2A+ |ak|2B − bkakL− akbkL,

a zatim je prosumiramo po k = 1, . . . , n da bismo dobili 0 ≤ BA+AB−LL−LL,
odnosno 0 ≤ 2AB − 2|L|2, xto je i trebalo dokazati.

Da bi va�io znak jednakosti, neophodno je da u (17) va�i jednakost za sve
j, k, a to znaqi da za svako j, k va�i

(18) ajbk = akbj .

Ako pretpostavimo da je za sve k, bk 6= 0 onda se to svodi na aj/bj = ak/bk = θ,
odnosno aj = θbj . Ako je neki bk = 0, onda iz (18) vidimo da je i ak = 0,
ukoliko je bar jedno bj 6= 0. Ako su svi b-ovi jednaki nuli, stvar je trivijalna.

�

Primedba: Uopxte�e Koxi Xvarcove nejednakosti je Helderova nejedna-
kost. O �oj videti ve�ba�e 12.

DODATAK - JEDINSTVENOST I EGZISTENCIJA RE-

ALNIH BROJEVA

Nemogu�e je, naravno, i to ne�emo ni pokuxavati, da doka�emo jedinstvenost
realnih brojeva. Dokaza�emo da su realni brojevi jedinstveni do na izomorfizam.
To znaqi da ako imamo dve strukture koje zadovo	avaju aksiome od (A0) do (A16)
da one moraju biti izomorfne, dakle istovetne kao skupovi i sa istovetnim za-
konima raquna�a i pore�e�a. Sve tvrd�e koje smo izveli o skupu R, poqevxi od
�egove definicije pa do ovog trenutka izvedene su iz aksioma, xto znaqi da va�e
i za ma koji drugi skup koji zadovo	ava navedene aksiome. To koristimo u dokazu
jedinstvenosti.

1.43. Stav [Jedinstvenost realnih brojeva]. Neka su (R1,+1, ·1,≤1, 01, 11)
i (R2,+2, ·2,≤2, 02, 12) dva ure�ena po	a koja zadovo	avaju aksiome (A0) − (A16),
tada postoji izomorfizam Φ : R1 → R2.

Dokaz. Prema Stavu 1.10, postoje potpo	a F1 ⊆ R1 i F2 ⊆ R2 izomorfna sa
po	em Q racionalnih brojeva. Tada su i F1 i F2 me�usobno izomorfna po	a, jer je
preslikava�e Φ0 = ψ ◦ ϕ−1 : F1 → F2 izomorfizam, ako su ϕ : Q → F1 i ψ : Q → F2

izomorfzmi (a to se lako proverava).
Pokaza�emo kako se Φ0 mo�e produ�iti do celog skupa R1. Neka je x ∈ R1.

Tada je, prema Stavu 1.31 v),

x = sup
y≤1x,y∈F1

y = supLx,
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gde je

Lx = {y ∈ F1 | y ≤1 x}.

Definixemo

Φ(x) = sup
y≤1x,y∈F1

Φ0(y) = sup Φ0(Lx).

Prvo va	anost definicije. Skup Φ0(Lx) je oqito neprazan, a ograniqen je odozgo
brojem Φ0(z), gde je z ∈ F1 bilo koji broj za koji va�i z >1 x. Tako dakle, on ima
supremum.

Drugo, za x ∈ F1 je Φ(x) = Φ0(x), jer je tada skup Lx ima maksimum i on je jednak
x. Tako se na skupu F1, Φ poklapa sa Φ0.

Treba jox dokazati osobine (1). Posled�e dve, oquva�e neutralnih elemenata,
slede iz qi�enice da je Φ|F1 = Φ0 i da je Φ0 izomorfizam.

Oquva�e nejednakosti dokazujemo ovako. Neka je x ≤1 y. Tada je (oqigledno)
Lx ⊆ Ly, i Φ0(Lx) ⊆ Φ0(Ly), pa ista nejednakost va�i i za supremume, odnosno
Φ(x) ≤2 Φ(y).

Sada oquva�e sabira�a. Neka je x+ y = z. Tada je Lx + Ly = {a+ b | a ∈ Lx, b ∈
Ly} = Lx+y. Doka�imo da je Φ(x) + Φ(y) supremum skupa Lx + Ly. Najpre, to je
gor�e ograniqe�e, jer za a+ b ∈ Lx + Ly, va�i a ≤ Φ(x) i b ≤ Φ(y). Doka�imo i da
je najma�e. Za ma koje ε > 0, brojevi Φ(x)− ε/2 i Φ(y)− ε/2 nisu gor�a ogranixe�a
skupova Lx, odnosno Ly, pa postoje a ∈ Lx i b ∈ Ly takvi da je a > Φ(x) − ε/2
i b > Φ(y) − ε/2, xto sabira�em daje Lx + Ly 3 a + b > Φ(x) + Φ(y) − ε, pa broj
Φ(x) + Φ(y) − ε ne mo�e biti gor�e ograniqe�e skupa Lx + Ly. S druge strane,
neposredno se proverava da je Lx + Ly = Lz.

Ostaje jox da se dokzahe oquva�e mno�e�a. To se mo�e uqiniti na sliqan
naqin, s tim xto treba posebno razmatrati qetriri mogu�a sluqaja - kada su x i y
oba pozitivna, oba negativna, i naizmeniqno pozitivan i negativan. Ovaj deo dokaza
je izostav	en. �

1.44. Dedekindovi preseci. Sada �emo pristupiti opisu konstrukcije skupa
realnih brojeva pomo�u racionalnih. Opxte prihva�en metod je metod takozvanih
Dedekindovih preseka.

Ure�en par (A,B) podskupova skupa Q nazivamo Dedekindovim presekom, ili
samo presekom, ako je ispu�eno slede�e:

(i) A ∩B = ∅;
(ii) A ∪B = Q;
(iii) A 6= ∅ i B 6= ∅;
(iv) Za sve a ∈ A i b ∈ B je a ≤ b;
(v) Skup B nema minimum.

Termin presek dolazi otuda jer smo izborom skupova A i B ,,presekli\ skup Q na
dva dela, levi i desni.

Jednostavna svojstva preseka (A,B) su
Svaki element skupa B je gor�e ograniqe�e skupa A;
Ako je a ∈ A i x ≤ a onda je x ∈ A;
Ako je b ∈ B i x ≥ b onda je x ∈ B.

1.45. Pore�e�e preseka. Ka�emo da je presek (A,B) ma�i ili jednak od
(A1, B1) i bele�imo (A,B) ≤ (A1, B1) ako je A ⊆ A1. Naravno time je i B ⊇ B1.

Kako se definicija zasniva na relaciji inkluzije neposredno se konstatuje da
relacija ≤ zadovo	ava aksiome (A10)-(A12). Doka�imo i da zadovo	ava aksiomu
(A13). Neka su (A,B) i (A1, B1) dva preseka, i neka nije taqno da je (A,B) ≤ (A1, B1).
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Tada nije A ⊆ A1, odnosno postoji a ∈ A\A1. No tada a ∈ B1, xto na osnovu svojstva
(iv), znaqi da je a gor�e ograniqe�e skupa A1. Tako je A1 ⊆ A.

Doka�imo da va�i i aksioma supremuma (A16). Neka je (Aα, Bα), α ∈ I neka
neprazna familija preseka koja ima gor�e ograniqe�e, na primer presek (A0, B0).
Konstruixemo presek (A,B) pomo�u

A =
⋃
α∈I

Aα, B = Q \A

i doka�imo da je on supremum naxe familije. Da je gor�e ograniqe�e sledi
neposredno jer je unija A nadskup svakog Aα. Pretpostavimo da je (A′, B′) < (A,B).
Tada postoji bar jedno a ∈ A koje nije u A′. Tada je to a ∈ Aα za bar jedno α, pa za
takvo α nije (Aα, Bα) ≤ (A′, B′).

1.46. Racionalni brojevi kao podskup skupa svih preseka. U qitavom
poglav	u radimo sa racionalnim brojevima pa �e interval (a, b) oznaqavati skup
svih racionalnih brojeva izme�u a i b. Racionalnom broju q ∈ Q dode	ujemo presek
((−∞, q], (q,+∞)). Jasno je da je pore�e�e racionalnih brojeva saglasno sa pore�en-
jem preseka, jer iz q1 ≤ q2 sledi (−∞, q1] ⊆ (−∞, q2]. Takve preseke oznaqava�emo sa
q̂1 i q̂2.

Tako �emo za istaknute konstante nulu i jedinicu uzeti preseke ((−∞, 0],
(0,+∞)) odnosno ((−∞, 1], (1,+∞)). S obzirom da ne postoji opasnost od zabune

�ih �emo oznaqavati jednostavno sa 0 i 1, umesto 0̂ i 1̂. Time je, naravno dokazana
i aksioma (A0).

1.47. Sabira�e preseka. Definixemo zbir preseka (A,B) i (A1, B1) kao pre-
sek (A+A1,Q \ (A+A1)), pri qemu je A+A1 = {a+ a1 | a ∈ A, a1 ∈ A1}. Da je zaista
req o preseku vidi se jer iz a+ a1 ∈ A+ A1 i x ≤ a+ a1 sledi x ∈ A+ A1. Zaista,
ako je δ = a+ a1 − x, onda a− δ/2 ∈ A i a1 − δ/2 ∈ A1 i x = a− δ/2 + a1 − δ/2.

Tako�e, oqito je q̂+ r̂ = q̂ + r, xto znaqi da se sla�e sa sabira�em racionalnih
brojeva.

Takvo sabira�e oqigledno ispu�ava aksiome (A1) i (A4) - prosto naprosto, jer
je A1 + A2 = A2 + A1 i (A1 + A2) + A3 = A1 + (A2 + A3). Aksioma (A2) tako�e nije

sporna jer je (A,B) + 0̂ = (A+ (−∞, 0],Q \ (A+ (−∞, 0]) i A+ (∞, 0] = A.
Doka�imo aksiomu (A3). Za dati presek (A,B)formirajmo presek (C,D) pomo�u

C =

{
Q \ (−A), A nema maksimum

Q \ (−A) ∪ {−maxA}, A ima maksimum
,

pa �emo imati A+ C = (−∞, 0]. Presek (C,D) oznaqava�emo sa −(A,B).
Doka�imo i aksiomu (A14). Zaista, iz (A,B) ≤ (A1, B1) imamo A ⊆ A1 i time

A+ C ⊆ A1 + C, odakle je (A,B) + (C,D) ≤ (A1, B1) + (C,D).

1.48. Mno�e�e preseka. Mno�e�e preseka definisa�emo u zavisnosti od
toga da li levi komad ima ili nema pozitivnih brojeva. Presek qiji levi komad
sadr�i bar jedan strogo pozitivan broj je strogo ve�i od 0̂, i �ega �emo zvati strogo
pozitivan. Proizvod strogo pozitivnih preseka (A,B) i (A1, B1) definixemo kao
presek (C,D), gde je

C = (−∞, 0] ∪ ((A ∩Q+) · (A1 ∩Q+)), D = Q \ C,

pri qemu je Q+ oznaka za strogo pozitivne racionalne brojeve, a proizvod skupova
se definixe taqka po taqka. Oqito je i tako dobijeni presek strogo pozitivan, pa
imamo da va�i i (A15).
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Da aksiome (A5)-(A8) va�e za strogo pozitivne preseke neposredno se proverava
kao i odgovaraju�e osobine za sabira�e. Nije texko ni proveriti aksiomu (A9).

Ostaje jox da definixemo mno�e�e preseka koji ne moraju biti nu�no pozi-
tivni. Stavimo 0̂ · (A,B) = 0̂. Ako je (A,B) negativan, onda stavimo

(A,B) · (C,D) = −(−(A,B) · (C,D)),

a ako su oba negativna, onda stavimo

(A,B) · (C,D) = (−(A,B)) · (−(C,D)).

Va�e�e aksioma (A5)-(A9) i (A15) proveravamo svo�e�em na sluqaj strogo po-
zitivnih preseka.

Prethodni dokaz nije izveden previxe deta	no, ve� samo u osnovnim crtama,
jer predstav	a dopunski materijal.

1.49. Zapa�a�a. Konstrukcija Dedekindovih preseka je naqin da se konstru-
ixe skup R pomo�u skupa Q. Odatle, ako postoji skup Q onda postoji i R, qime
egzistencija skupa realnih brojeva nije dokazana u potpunosti, ve� svedena na egzi-
stenciju skupa racionalnih.

Mogu�e je konstruisati skup Q pomo�u skupa Z, a skup Z pomo�u skupa N, dok
je skup N mogu�e konstrusiti pomo�u teorije skupova. Drugaqije reqeno, skup R
postoji ako postoji skup Q, skup Q postoji ako postoji skup Z, a Z ako postoji
N . Najzad N postoji ako postoje skupovi. Jasno je da ovakvo svo�e�e ne mo�e
da se nastavi ad infinitum. Rezultati matematike dvadesetog veka pokazuju da se sve
matematiqke teorije mogu konstruisati pomo�u skupova. To znaqi da ako prihvatimo
da skupovi postoje, onda mo�emo dokazati i egzistenciju svih ostalih matematiqkih
struktura.

Time se ujedno i dokazuje neprotivreqnost. Naime, ako je teorija racionalnih
brojeva neprotivreqna, i postoji model realnih brojeva naqi�en pomo�u racional-
nih, onda je i teorija realnih neprotivreqna. I tako sve do teorije skupova. Me-
�utim, Gedel je 1931. dokazao da se neprotivreqnost jedne teorije ne mo�e dokazati
unutar �e same, ve� samo konstrukcijom modela u nekoj drugoj teoriji. Tako se ne-
protivreqnost baziqne teorije - teorije skupova ne mo�e dokazati, i ako se jednom
poka�e da u teoriji skupova postoji neka kontradikcija onda qitavu matematiku
mo�emo da bacimo.

VE�BA�A

1. Neka je (S,≤) ure�en skup, tj. skup u kome va�e (A10) - (A12). Ka�emo da je
s ∈ S maksimalan element skupa S, ako za svako t ∈ S iz s ≤ t sledi s = t, a ka�emo
da je s maksimum ako za sve t ∈ S vredi t ≤ s.

a) Ako skup S ima maksimum, onda je to �egov jedini maksimalan element. Do-
kazati.

b) Neka je S = N \ {1} = {2, 3, . . . }, i ≤ definisano sa m ≤ n ako n deli m.
Pokazati da skup S nema maksimum, i odrediti sve maksimalne elemente skupa S.

v) Neka je A = {a, b, c} i S = P(A) \ {A}, gde je P(A) skup svih podskupova skupa
A (tzv. partitivni skup skupa A). Ispitati li S ima maksimum i odrediti sve
maksimalne elemente skupa S.

2. a) Neka je F po	e, i neka je P ⊆ F �egov podskup sa osobinama:

(i) x, y ∈ F ⇒ x+ y, xy ∈ F ;
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(ii) za svako x ∈ F va�i taqno jedna od slede�e tri mogu�nosti: x ∈ P , x = 0,
−x ∈ P .

Takav skup zovemo konus pozitivnih elemenata.
Dokazati da je F ure�eno po	e, ako relaciju ≤ definixemo sa x ≤ y ako i samo

ako y − x ∈ P ;
b) Neka je F = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}. Dokazati da je F po	e, kao i da su skupovi

P1 = {a+ b
√

2 ∈ F | a+ b
√

2 > 0}, P2 = {a+ b
√

2 ∈ F | a− b
√

2 > 0} ispu�avaju uslove
(i) i (ii). Izvesti zak	uqak da se F mo�e urediti na dva razliqita naqina.

3. Neka S oznaqava skup svih preslikava�a a : Z → R (zapravo nizova inde-
ksiranih i negativnim brojevima) takvih da postoji j0 ∈ Z sa osobinom a(j) = 0, za
sve j < j0.

a) Neka su a, b ∈ Z. Dokazati da je za fiksirano k ∈ Z skup svih parova indeksa
(i, j) za koje je i+ j = k i za koje je proizvod a(i)b(j) 6= 0 konaqan; Zatim dokazati da
je proizvod

(a · b)(k) =
∑

i+j=k

a(i)b(j)

dobro definisan;
b) Dokazati da je (S,+, ·,≤, 0, 1) ure�eno po	e ako se sabira�e definixe sa

(a+ b)(j) = a(j) + b(j), mno�e�e kao u prethodnoj taqki, poredak sa a < b ako i samo
ako je a(j) < b(j), gde je j najma�i ceo broj za koji je a(j) 6= b(j), nula kao 0(j) ≡ 0 i

jedinica kao 1(j) =

{
1, j = 0

0, j 6= 0
;

v) Posmatraju�i nizove

a(j) =

{
1, j > 0

0, j ≤ 0
i b(j) =

{
1, j ≥ 0

0, j < 0

pokazati da u ure�enom po	u S ne va�i Arhimedovo svojstvo.

4. Neka je F = {P (x)/Q(x) |P,Q - polinomi}, skup svih racionalnih funkcija,
tj. koliqnika dva polinoma.

a) Dokazati da je F po	e u odnosu na uobiqajeno sabira�e i mno�e�e funkcija;
b) Ako je P skup onih racionalnih funkcija R(x) = P (x)/Q(x), gde su najstariji

koeficijenti polinoma P i Q istog znaka (odnosno an/bm > 0, gde je P (x) = anx
n +

· · · + a1x + a0, Q(x) = bmx
m + · · · + b1x + b0), dokazati da je P konus, te da jem F

ure�eno po	e u odnosu na poredak uveden pomo�u P ;
v) Dokazati da je F nearhimedovo po	e, posmatraju�i funkcije f(x) = x, i

g(x) = 1.
g) Qitaju�i Arhimedovo svojstvo kao kontrapoziciju, pokazati da u F postoji

neprazan odozgo ograniqen skup koji nema supremum;
d) Efektivno konstruisati takav skup. [Uputstvo: Za svako a, b > 0 je ax < bx2.]

5. Odrediti supA i inf A, ako je:

a) A =

{
m2

n2
|m,n ∈ N,m < n

}
;

b) A =

{
x

x+ y
| x, y > 0

}
;

v) A =

{
xy

x2 + y2
| x, y > 0

}
.

6. Neka su X,Y ⊆ R ograniqeni skupovi. Pokazati da je sup(X + Y ) = supX +
supY i inf(X + Y ) = infX + inf Y . Pokazati da analogne jednakosti va�e i za
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proizvod, ali samo pod dodatnom pretpostavkom da se skupovi X i Y sastoje isk	u-
qivo od pozitivnih elemenata.

7. Ako decimalnim zapisima n, d1d2d3 . . . i m, c1c2c3 . . . odgovaraju isti realni
brojevi, tada va�i jedna od slede�i tri mogu�nosti:

1◦ m = n i dj = cj za sve j;
2◦ m = n i dj = cj za j = 1, 2, . . . , k − 1 i dk + 1 = ck i dj = 0, cj = 9 za j > k.
3◦ n = m+ 1 i dj = 0, cj = 9 za sve j ∈ N.
Dokazati.

8. Neka je p prirodan broj. Definixemo k-tu p-cimalu realnog broja x, kao

d1 = [px]− p[x];

dn = [pnx]− pn[x]−
n−1∑
k=1

dkp
n−k.

Dokazati da je za svako k, 0 ≤ dk ≤ p− 1, kao i da je

x = sup
n≥1

(
[x] +

n∑
k=1

dk

pk

)
.

9. Konstruisati bijekciju izme�u skupova (0, 1) i (0, 1) ∪ {1, 2, . . . , n}.
[Uputstvo: Uoqiti neki prebrojiv podskup A ⊆ (0, 1) i konstruisati bijekciju

izme�u A i A ∪ {1, 2, . . . , n}]

10. Neka su aj ≥ 0 realni brojevi. Definixemo G = n
√
a1a2 . . . an geometrijsku,

A =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
aritmetiqku, H =

n
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

harmonijsku i K =

√
a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

n
kvadratna sredinu. Dokazati

H ≤ G ≤ A ≤ K,

pri qemu na svakom mestu jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

11. Dokazati Malerovu nejednakost:
n∏

j=1

(xj + yj)
1/n ≥

n∏
j=1

x
1/n
j +

n∏
j=1

y
1/n
j ,

gde su xj , yj > 0 realni brojevi.

12. Neka su p, q ≥ 1 realni brojevi za koje va�i

1

p
+

1

q
= 1.

a) Doakzati Jangovu nejednakost ab ≤ a1/p + b1/q, a, b > 0;
b) Dokazati Helderovu nejednakost∣∣∣∣∣

n∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=1

|ak|p
)1/p( n∑

k=1

|bk|q
)1/q

.

13. Dokazati Acelovu nejednakost. Ako je a2
1 > a2

2+· · ·+a2
n ili b21 > b22+· · ·+b2n,

tada je

(a1b1 − a2b2 − · · · − anbn)2 ≥ (a2
1 − a2

2 − · · · − a2
n)(b21 − b22 − · · · − b2n).
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14. Neka je f konveksna funkcija, i a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an, b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn
nizovi za koje va�i

k∑
j=1

aj ≥
k∑

j=1

bj , za k = 1, 2, . . . , n− 1

n∑
j=1

aj =

m∑
j=1

bj .

Dokazati Karamatinu nejednakost

f(a1) + f(a2) + · · ·+ f(an) ≥ f(b1) + f(b2) + · · ·+ f(bn).




