1. PEAJIHU BPOJEBUA

OCHOBHMU I1IOJMOBUA

1.1. IIpucryn. Ilonasumo om Tora Ja je YUTAOIy CACBUM jacHO, IMITa Cy TO
MPUPOIHU, TIe/IN U pannoHajnu Opojesu. O3nake koje hemo kopuctutu cy cienehe:

N={1,23,...} CKyTl IpupoaHuX 6GpojeBa

Ny =NU{0} CKyII IpupogHuX OGpojeBa ca HyJ10M

Z={.,-3-2,-1,01,2.3,...} CKYTI LIEJINX OpOojena

Q= {@ |meZ,ne N} CKYTI paloHAJHIX OpojeBa.
n

MNako cmarpamo ga cy mojMoBu 6poja jacHu, nmak oaroBop Ha nutame ,[llra je
10 OpOj Tpu?“ HUMAJIO HEje JaK. AKo HanumemMo Opoj TPU OBAKO: 3, MOIACETHEMO
ce 1a 1o Huje 6poj Tpu Beh o3Haka 3a O6poj Tpu. AKO y3MeMo Tpu jabyKe OHJIa
To omer Huje 6poj Tpu, Beh Tpu jabyke. 3amcra, y IpUpPOIU, Y CTBAPHOM CBETY
OKO HAC He MOCTOoju caMo Opoj Tpu, Beh camo tpu mHewera. Bpoj rpu, kao u cBaku
JIPYTH TIOCTOjW Y HAMINM YMOBHMMA, W allCTPAKTAH je 1Mo cBojoj mpupomn. Mehyrnm,
7 TOpeJ] TOTa HITO Ce He MOKe ONMUIATU, HAPTATH WM Ma HA KOjU JAPYTH HAYNH
MaTepjaau30BaTh, IpUponaH 6poj je mojaMm KOju je jacaH CBAKOM 3IpaBoM (KOIHU-
TUBHO 3APABOM) JeTeTy U 110J1a3y y OCHOBHY wmKoJly. Ilojam passiomka, cMarpajy
IICUXOJIO3H jJETHOCTABHUJH j€ OII MOjMa HEraTuBHOTI OpOja - HMPBHU O EbUX CMECTUJIH
Cy y TeTH paspel, a APYTU y MIeCTH pa3pern OCHOBHE IIKOJIE.

1 1y ce, oTnpuinke 3aBpinaBa MaTeMaTHIKK CaAprKaj KOjU je yCBOjuB BehuHM
mynu. Ilojam peasmnor Opoja HasleKo je CJIOXKEHWju, U MU KOjU I'a CXBATaAMO U
pazymemMo gmHIMO MamuHy. [IpBo HaMa mo3HaTo OTKpuhe peaTHOr Opoja HAYUHIO
je Iuraropa, mpumernsmu na 6poj 2 mHuje pammonanan. Taj I0Ka3 HCIECAH
JAHAIIBAM HAYMHOM 3AIIMCUBAHA U3IJIENA OBAKO:
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IIpermocraBuMo 12 /2 jecTe passioMak, Ha IpuMep \/2 = 7, TIpU 9eMy ¢y m

“ M y3ajaMHO TPOCTU npupomau 6pojeBu. IlocaenmsoM MpeTnocTaBKOM y CTBApU

CMO y3eJH JIa Cy y TOM pa3JiOMKy u3Bpiiena cBa Mmoryha ckpahusama. CurHoM
PadyHUIIOM, OHIA 3aKJbYUYyjEMO A je

OmHOCHO 712 je 6poj m? mapan. Tama m m Mopa 6mTH mapaH 6poj, jep je KBaapar

HemapHOr Opoja HemapaH, a mapHor napas. Heka je ma nmpumep m = 2k, HO Tama je
4k2 = 2n2, OIIHOCHO

2k% = n?.
Caga je n? mapan 6poj, ma je u n mapan. Tako cy I m u n MapHH, IOTO Huje Moryhe,
jep CMO MPEeTHOCTABWIN Ha Cy y3ajamMHO mpoctu. Wam apykumje: Taga je moryhe
pa3JIoMaK CKPaTUTHU Ca 2, a PeKJm CMO Ja cy Beh cBa ckpahuBama W3BPIIEHA.

A, orxyma Iuraropu 6poj v/2? JenHocrasHo, Kao Iy KUHA AujaroHase KBa-
apara crpanune 1. Mehyrum, Mozkemo ce sammraru ga jam 6poj v/2 mocroju. 3a
pasnamky om Opoja 3, 3a Koju 3acmrypHo Moykemo pehwm ma mocrojm Tpu Hedera y
TpPUPOIN, CAMIHO ce He Mozke pehin 3a /2. TIuraropa je Taj 6poj BUIEO KAO Ly KIHY
JijaroHaje KBaJaparTa, ajJi CBU 3HAMO JIa je IPTeXK MIeaJn30BaH, Ja CBaKa JIUHU)A
KOjy IPTaMO MMa HEKaKBYy HeO/bUHY, MAKO Cy je crapu I'pum cmarpanu ,,ayKuHOM
6e3 mupuue“. Jlakie, BUIIe WIH Mambe MPEMI3HO HAIPTAHY INjarOHAJY MOXKEMO
cpecru, ajiu He U TAaYHO HAUpPTaHy. Bam reomerpuje, nmorpara 3a KOPEHOM U3 JBa
HEYera MOXKe TOCTATH U CMHEITHA. 3aMUCJINTE Ha puMep, na yhere y npomaBuuily
u 3arpazkuTe /2 Kmaorpama 6pamma. To mro cre Tpaskmmu curypuo mehere mo-
OuTH, YaK MAKO MPOMABAIl Ma HAjOO/by HaMepy - mobmhere MPUOINKHY BPETHOCT
orpanuveny Moryhnoctuma Bare. YKOJIMKO Hanmbhere HA Marbe PACIIOJIOXKEHOT MPO-
JAaBIA, mob6umhere MOTKY y TJIABY...

Y 0BOj KbU3M, Ka0 U y BehwHN caBpeMeHUX KIbWUTA, CTPYKTYPY PEAHUX Opo-
jema ommcalieMo akcromarcky, 3amajyhn cncrteM akcroMma, OJHOCHO OCHOBHUX OCO-
OmHa, KOje He JI0Ka3yjeMo, Beli cmarpamo [a ce CBU CJIayKeMO OKO mux. Kao m y
CBAKOM JIDYIOM aKCHOMAaTCKOM CHCTEMY, ITOCTaBJhAjy C€ JIBA MUTAA: MHUTAME He-
MIPOTUBPPEYHOCTU U IUTame oxayduBocTu. 1IpBo je murame, 3ampaso 60jasan, na
ce U3 JATOr CHUCKA aKCHOMa MOry perom usBectu TBpheme A u meroBa Heranuja
—A. Jlpyro je murame [a Jin ce 3a Ma, KOje TBpheme MOyKe Ha OCHOBY aKCHOMA
YCTAHOBUTH HA JIU j€ Ta4HO miu Heradno. OBuM muramuMa ce HeheMO IUpPEeKTHO
6apuru. IloceOHA MABLKABOCT aKCHOMATCKUX CHCTEMA jecTe HEIOCTATaK KOHCTPYK-
uuje. Ao ckyn peasnux 6pojesa R onmmemo Kao CKyIl KOju 3a/10BO/baBa HEKAKAB
CIIMCAK AKCHOMa, TUME jOII yBEK He OIrOBapaMoO Ha IIUTAILE IITA je TO peasaH 0poj.
Ha kpajy oBe ryiaBe, u3BemlieMo u CTaHIAPIHY KOHCTPYKIIN]Y CKYTa PEATHUX OPO-
jeBa momohy JleneknHIOBIX MPECEeKa.

1.2. ¥Ypebhena mosba. IIpe mero mro mpehemo Ha came peasine O6pojese, yIo-
snahieMo jemHy HEmTO MMHUPY KJIACy MAareMarudkuX CTPpykKrypa. To cy ypebena
TOJba.

Vpebheno moswe je ckyn F, 3ajenso ca omepamujama +, -, KOHCTaHTaMa (Hjiu
ucrakuyTuM ejgementuma) 0 u 1 € F, u penammjom <, Tako ja Baxke cieuelhe
aKCUOME:

(A0) 0 #1;
(A1) Vz,y,ze€ F (z4+y)+z=x+ (y+2);
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Vee Fax+0=u;

Vee FIye Fez+y=0;

Ve,ye Fe+y=y+zx
Ve,y,2z€ F (z-y)-z=2-(y-2);
Vee Fx-1=u

VeA0e FIyeFax-y=1;
Ve,ye Fx-y=y- -z

Ve,yz€ Fa-(y+z)=z-y+x-z

S O~ W
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10) VzxeFz<u;

11) Ve,ye Fex<yAy<z=x=y;
12) Veyy,z2e€ Fa<yAy<z=uxz<z;
Al13) Vax,ye Faz<yVy<uz

Al4) Va,y,zeFae<y=zx+z<y+z

(A15) Ve,ye FO<zA0<y=0<uz-y.

KoMmenrapu y Be3u ca OBUM aKCHOMAaMA:

1° Heku ne craBsbajy akcuomy (A0). Omna mema cymTuHCKE 3Ha4aj, Beh camo
UCKJbydyje TpuBujaian npumep ypehenor nospa, naume jenmounan ckyn F = {0},
ca mpaBuuMa 0 +0=0,0-0=0, 0<0.

2° Eniement y y (A3) HA3UBAMO CYNPOMaH EACMEHIT €IEMEHTY T 1 03HAYABAMO
ra ca —x. Camuo, enement y y (A7) HABUBAMO UHEEP3HU EACMENN €JIEMEHTY X
T O3Ha9aBaMo ra ca L. Y 0BOM TpeHyTKy mAedWHWINja CympoTHOr (OIHOCHO MH-
BEP3HOT) eJIeMeHTa HUje KOpeKTHa, jep akcuome (A3) n (A7) TBpae caMo Ja eIeMeH-
TU Ca JATUM CBOjCTBOM TIOCTOj€, a HE U JIa Cy jeIMHCTBEHH, OJJHOCHO JIa HE MOCTOje
1Ba TakBa (WM BUIIE EbUX), Y KOM CiIy4ajy Ou OuiiM y HEIOYMULIM KOJU OI TUX
e/MeHaTa o3HaYaBa —, (ommocuo - 1). Mebyrum, y6pso hemo mokasaru ma cy
CYTIPOTAH W WHBEP3HU €JIEMEHT jeIUHCTBEHN.

2° Axcnome (A1) — (A4) 6aBe ce onepanmnjom +, akcnome (A5) — (A8) onepary-
jom -; akcuoma (A9) nosesyje + u -. Axcuome (A10) — (A13) GaBe ce penanujom
<, akcuoma (Al4) nosesyje + u <, nok akcuoma (A15) nosesyje - u <. Ilakue, 3a
cBaK® on cuMmbosta +, -, < EMaMO IO YeTHPU AKCHOME, U IO jemHy KOja IoBe3yje
JIBA OJT IHUX.

3° Asnrebapcka CTpyKTypa ca [IBe omepaluje + U - Koja 3aJ0B0JbaBa aKCHOME
(A1) — (A9) nasusa ce nowe, ako cy camo (Al) — (A7) u (A9) onna je meso, ako
cy camo (Al) — (A5) u (A9), onna je ped o npemeny.

4° Kama ce 33Ip2KNMO CaMO Ha OIEPAaINjui +, OHIA Ce CTPYKTypa y KOjOj BazxKe
(A1) — (A4) masusa Komymamuena 2pyna (a Hexkn Kaxy u Abeaosa 2pyna), aKo
Baxke camo (Al) — (A3), ouma je epyna, ako Baxe camo (Al) — (A2) oHma je To
noayepyna ca jedunuyom, a ako Baxku camo (Al), onna je pea o noayepynu. Heku
YMECTO TIOJIyTPyTIa KAXKy CeMuzpyna.

5° Crpykrypa ca jennom pesaunujom < u akcuomama (A10) — (A12), nasusa
ce ypehen ckyn, a ako upuigonamo u akcuomy (Al3), onpa ce HA3UBA MOMAAHO
(nuneapro, nomnyno) ypehen cxyn.

6° Y cBaKOj aKCMOMATCKOj TEOPUjU TOCTOje PA3JIUIUTU CUCTEMU aKCUOMa KOju
JIOBOJIE 10 UCTE TEOPUje, Taa Ce aKCUOME JeIHOr CUCTEMa MOTY JOKA3aTh Ha OCHOBY
aKCHOMa APYTOT CUCTEMA W OOpPATHO. 3a TaKBe CUCTEME aKCHOMAa KAayKeMO Ja Cy
eKBUBAJEHTHU. KOHKPETHO y Teopuju ypeljeHux mosba, 9ecrto ce ymMecro akcmome
(A15) maBomm TBpheme nckasano y Crasy 1.5 §j). Tama ce TBpamba oBle HaBemeHa
Ka0 aKCMoMa JTOKa3yje.
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Haxse, ypeheno mospe je mosbe u ypehen CKym, jemHOBPEMEHO, ajIu TaKO 1a CY
omeparnmje + u - caracHe ca pesanmjoM <, OHaKO Kako je ompeheHo akcmoMama
(A14) u (A15).

IIpBu, n yjenno HajjemnocTaBHmju, mpuMep ypehenor nosma jecte ckyn Q parmo-
HaJIHUX OPOjeBa, 3a KOjU jeIHOCTABHO MPOBEPABAMO [1a ¥ EEMY BarKe CBE aKCHOME.
Ckyn Z wuuje ypeheHo mosbe, jep y meMy He BaxKu, Ha npumep, akcuoma (AT7).
Hawwme, 3a 6poj 2, He nmocroju apyru 1eo 6poj y, takas ga je 2-y = 1. Cxkyn N Huje
ypebeno nosbe, jep y memy takolje e Baxku (A7), anu ue Baxku Hu (A3)...

Y napenaum CraBoBuma pgokazalieMo m3 akCMoOMa HAjOCHOBHHUjA CBOjCTBA OIle-
panmja + u - n penammje < y ypehennm nossuma. Ped je o yobnuajennm mpaBuinMa
padyHama Koje CMO CBH 10 caja (Mambe WM BUIIE) CaBJIQJa]Iu TOKOM MPETXOIHOr
mkooBama. Crora mokasm Hehie 6utu omrepeheHn MTOIATHUM TIOjAIMbABALIMA.

Cae 10Kasze mpaBuja padyHama KOje U3BOAUMO U3 AKCHOMA YUTAJIAI He Tpeda
npeo3busbHo ga cxBaru. Onu Hucy cymruHa aHaiauze. OBme cy HaBeNeHW U3 [1BA
pasJiora, m1a OM TEKCT YMHUO 3a0KPYYKEHY IEJIMHY, U 18 O ce MOKA3aJI0 13 3amCTa
CBe MOYKe Ja Ce M3Bee M3 aKCUOMaA.

1.3. CraB [ocobune cabupamal. Y cBakom ypeljenom nospy Bazku:
(a) z+2z=y+ 2z = = =y; (3akon ckpafiusawa nnu KaHyesayuje);
(6) z+y =2 = y=0; (jeaMHCTBEHOCT HEYTPAJIHOI €JEMEHTA);
(B) = + y =0 = y = —z; (JeAMHCTBEHOCT CYNMPOTHOT €JIEMEHTA);
(r

) —(z+y) = (—2) + (—y)-

JOKA3. a) z=z+0=z+(z+(—2)) =(x+2)+(—2)=(y+2)+ (—2) =
y++(=2)=y+0=y;

6) z+y =z =2x+ 0, ua upuMEHUMO a);

B) 2 +y =0=2x+ (—z), 1a IPIMEHNMO a);

) (@+y)+((—2)+(=y)) = y+(z+ (=) +(-y) = y+0+(-y) = y+(-y) =0,

a, IPUMEHNMO B). O

. CraB [ocobuHe MHOXKema]. Y cBakoMm ypelenom nosby Baxku:
x-z=y-2zuz#0= 2=y (3aK0H crxpahueana);
z-y=xzux#0=y=1 (jeIuHCTBEHOCT HEYTPAJHOI €JIEMEHTA);
r-y=1=2#0uy=2""' (jeIMHCTBEHOCT NHBEP3HOT eJEMEHTA);
z-0=0; Ako je x -y =0, oaga je x = 0 wmu y = 0;

) —(w'(l—y))—xly, —(@-y)=(-2)-y=a-(-y); (-2)-(~y)=z-y;

JokA3. a)x =x-1=x-(2-27 ) =(x-2)- 27 =(y-2)- 27t =y-(z-271) =

. x =z -1, na IpuUMEeHUMO a);
B) 7 y=1=2z- 27! na npumenumo a);
r)z-0=z-(0+0)=z-0+x- O 13 IPUMEHUMO 3aKOH CKpahHBarba Ako je,

Ha mpumep, x # 0, onpa octojn 2~ L majey=y-l=y - (x-27 ) =(y-2)- 27! =

0.2 t=z"1.0=0;

1) Mvamo z-(—y)+z-y = z-((—y)+y) = -0 = 0, ma IPUMEHNMO JeTHHCTBEHOCT
CYIIPOTHOI eJleMeHTa; CJIMIHo & -y + (—x) -y =y -x+y- - (—z) =y  (x + (—x)) =
y -0 = 0, ma jeqmHCTBEHOCT MHBEP3HOL; HAj33a KOMHOWHAIMjOM IPETXOMHA NIBA je

r-y=—(z-(~y)=(-2) (~y);
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b) (zy)(z "ty ™) =a(yy DNzt =x-1.27! = 227! =1, na npumennmo 8). O

Y nperxonunom CraBy JIOKa3a7Iu CMO HE caMO 0CODMHE MHOXKema, Beh u ocobuHe
KOje ce omHoce W Ha cabupambe W Ha MHOXKeme. IIpe Hero mro HaBemeMO OCOOWHE
penanuje <, yBeAUMO U JIpyl'e peslaluje IOpeTKa:

T > 1y ako W caMo ako je y < x;
x < Yy aKO M caMo aKo je x <y u x # y;
T >y aKo U caMo ako je y < x m x # y.

1.5. CraB [ocobune nmopebemal. (a) Uz  + z < y + z cnenu = < z; ucro
BaXKW W 3a M3BeAEHE pejalnmje >, <, >;
(6) x > 0 ako u camo ako je —x < 0; —(—z) = z; x < 0 aKo U camo aKko je

0
B) x> 0uy <0 nosnauu x -y < 0;
r)x?=x-2>0;1>0.

0 < x axo U camo axo je 0 < 7 1;

HoKA3. (a) Uz x4z <y+zu (Ald) cnemuxz = x+2+4(—2) < y+z2+(—2) = y;
HWCTO BayK! U 32 W3BeNeHe peianmje >, <, >;

6) x>0« 0 <z = (maocuoBy (A14)) —z <z 4+ (—z) =0, 1 csimyno —z <0
nosinaun (—z) + ¢ < 0+ x, 1o jecr 0 < x; mpyry jemHakocT JO0MjaMO Kaua Ha
(—z)+x=0=(—2)+ (—(—=)) npumennmo 3akon ckpahmsama; Tpeha jemnaxocr
je KoMOumHaIuja npBe JBe;

B) U3z y < 0, na ocuoBy 6) caenu —y > 0, na je no akcuomu (A15), z-(—y) > 0,
10 jecr, upema Crasy 1.4 n), —(x - y) > 0, onakuie je x - y < 0, upema a);

r) Axo je x > 0, oHIA pe3yJTar CJIean HeMOCPEenHOM MpuMeHoM akcrome (A15).
Ako je © < 0, onma je, npema a) (—z) > 0, ma je (mo (A15)) (—z)-(—z) >0, a
npema CraBy 1.4 n) je (—z) - (—z) =2z -2;1=1-12>0;

1) Heka je x > 0, tana je 0 < 1 = z - 2~ !, ma 360r B), He Moxe 6utn x~1 < 0;
JIPYTH CMep CJICIN U3 OPETXOMHE TAYKeE;

b) Hajope, u3z 2 < y caenu 0 < y+ (—z), na kako je z > 0, To na ocaony (A15)
nvamo 0 < (y+ (—2)) z2=y-z2+(-x)- 2=y -2+ (—z-z),najex -z <y-z;
3a Ipyry UMILIMKAIWjy, UCKOPUCTUMO 1a je —z > 0, Ha ocHOBY 0), ma je mpema
nperxonHoM = - (—z) < y - (—z), ognocuo, —x - z < —y - z, npema Crasy 1.4 m).
Hamejey-z=y-z4+ax-z+(—z-2)<y-z+z-2+(-y-2)=x-z;

e) [Iperxomny Tauxy b), mpumenumo crapbajyhu z=1 ymecto z. O

1.6. O3uake. Heka ckpahema y 03Ha9aBamy CMO 3ampaBo Beh KOPUCTHIHN Y
MIPETXOMHUM CTABOBUMA.

1° B6or akcuoma (Al) u (A5) HenorpebHO je HABOAUTH 3arpaje, ma yMecTo
x4 (y + z) wiu (x 4+ y) + z uuwemo jeqHocTaBHO T + Y + 2;

2° YobuuajeHo je cMarpaTu MHOXKEHE€ CTaphjOM OMEPAINjOM Ol CA0MpParha, Ta
ymecto x + (y - z) mumemo x + y - z;

3° O3HaKy 3a OIepalujy MHOXKEEba 9eCTO U30CTAB/bAMO, 114, IIUIIEMO LY yMECTO
Ty

4° Ymecro porobarsor  + (—y) nuiemo jenHocraBuuje x — y (onepauuja omy-
3UMarba);
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5° Ymecro zy !

X .
numeMo 2/y wim — (omepanmja nesbera). Y Be3:m ca OBOM
Y
OIepalfjoM, 3roAHO je U3BECTH MPABUIIO PAYYHAHA
P m pn + mq
="

g n qan

9

KOje BIIuUMO jep je P + m_ pg~t +mn™t = pnn~lqgt + mggTinTt = (pn +
qg n

. pn+mgq
mq)(ng) ™t = ————;
nq
n
6° Ymecto a3 + ag + - -+ + a, (36up n pasnmuuuTEX cabmpaka) MTUmEMoO Y . af,
7 CJIUIHO =t

q
g aj je O3HAKA 32 ap + Apy1 + -+ + ag;
k=p
7° CaudHy KOHBEHIU]Y YBOIUMO U 33 MPOM3BOJ, HAUME
q

H Qp je O3HAKa 33 Qp - Upyl - - ag;
k=p

8° YBomuMo adumueHru cmenen
n

n-r= r=r+zr+---+uzx,

k=1 n myra

I MYATMUNAUKATMUBHU CTNENEH

n
CL’nZHI':l'~1'~~~'1';
——

k=1 n ImyTa

Ilpumedba: Y neduaunmju 8°, o3HaKA 1 je O3HAKA 34 MPUPOHAH OPOj, & T je
o3Haka 3a enmemente ypehenor mospa F. Tako o3naka m - x He 0O3HAYABA TPOU3BOJL
IBa enemMenTa mosba I, Beh ,mpomsBon“ mpuponnor 6poja n u emementa ¢ € F. Y
HapeqHOM, BuaehemMo /1a je m OHA MPBa MHTEPIPETANNja CMUACTIEHA.

1.7. Cras. Bazke mpaBnia:

q q+r q q+r
a) E ap = E Ag—r M H ap = H Ak —r;
k=p k=p+r k=p k=p+r

q q
6)a- > b= > a-bg;
k=p k=p
q -t q —1
B) ( k:pak) :Hk;:pa'k .
Ipaswia HaBemena mof a) U 0) HA3UBAJy Ce MPABWIA 32 NOMEPAWE UHIEKCA
cymayuje, OITHOCHO MHOHCEWA.

JIOKA3. a) ce nobuja cmenoM k + r = j, a 3aruM OPEO3HAYABAELEM - YMECTO j
[MIOHOBO Haumemo k;

6) ce mobuja y3acTOMHOM MpUMeHOM akcroMe (A9), a B) y3aCTONMHOM TPHUMEHOM
Crasa 1.4 (B). O
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n n
1.8. CraB. a) Ako jesa cse 1 < j < n, a; < b;, oHTA je Zaj < ij.
j=1 j=1
ITpn ToMe 3HAK jeHAKOCTH BaxK! aKO M CaMO aKo je 3a cBe j, a; = b;.
n n
6) Ako jesacse 1 < j <k, 0<a; <bj;, ongajen Haj < Hbj‘ IIpu Tome
Jj=1 Jj=1
3HAK jeTHAKOCTH BasKW aKO M CaMO aKo je 3a CBe j, a; = b; niam ako je 3a HeKO j,
b; =0.

JOKA3. a) ¥Yamumo 3a noderak na je n = 2. Tapa npumemyjyhu akcuomy
(A14) pBanyr umamo
a1 +az <ayp+by =by+ a1 <by+ax=ay+ b

3a Behe n TpPUMEHUMO BHUIIE ITyTa MPETXOMHO pacyhuBame;
6) Hcro kao u mperxonHo, camo mro ymecro (Al4) kopucrumo Cras 1.5 (§). O

1.9. Hedununuja [mzomopdusam ypehenux mospal. 3a asa ypelena no-
ma (F1,4+1,1,<1,01,11) m (Fy, +2,-2,<2,02,12) KazkeMo 1a cy usomopdna axo
nmoctoju 6ujeknnja @ : F; — F» TakBa Ja BaxKn

O(z +1y) = P(z) +2 2(y)
Oz 1 y) = 0(x) 2 2(y)
2 <I>(y)

(1) z<1y=®(z) <
B(0;) = 0,
B(11) = 15

a npeciaunkaBame ® HazuBamo uszomopdhusam

Y cymtuHM, TO 3HAYW Ia Cy Tosba Fy m F, mcTOBETHA M3y3€B MITO €JIEeMEHTE,
omeparnuje + u -, peaanujy < u xkoucraure 0 u 1 o3HagaBamo mpyradmje. 30msba,
YKOJIMKO ymecTo mosba Q mocmarpamo mosbe 3acaherno mosphem dmju cy egemeHTn
HIIPBa TJIABULA JIyKa®, ,ApyTra TJIaBULA JIyKa“, ..., aau u p/g-Ta IIaBULa JyKa UT/,
upu demy ce cabupame BpLIM Tako WTO je 30up p/g-re u r/s-te riaBuue JiyKa,
3ampaBo p/q + r/s-Ta riaBuma JIyKa, a MHOXKeme u nopeheme ce medbunuime y mc-
TOM MaHUpPy, OHIA C& HOBOTOOWjEHO TOJbE TJIABUIIA, JIYKA CYIMITUHCKUA HU Y YeMy
HE Pa3jInKyje oJI 10Jba PAIMOHAJHUX OpojeBa, OCUM y HEBAYKHOM [I€Tasby IITO CY
eJIeMeHTH jemHor OpojeBu, a Apyror mosphe.

Bawucra, bujekTuBHOCT NpeciukaBama P rapanryje ga ce Fy u Fy mory mowmc-
ToBeTUTH Kao ckynoBu, a ycsaos (1) na je npecsiukaBame ® cazaacho ca, pemom,
OTIEPAIIJjOM +, OTIEPAIIjOM -, pesianjoM < u Koucrantama 0 u 1 (a HeKu Kaxy u
4y6a omepanue).

VYkosuko Baxke camo ycsosu (1) onma 3a npecsiukaBame P kaxkeMmo jga je zo-
MOMOPPHu3am.

IIpumedba: IlojmoBu n3zomopduzam u xomomopduszam ajaredapcku Cy 1mojMoOBU
U TIPUPOIHO Cy BE3aHW 33 TEOPHjy aJIrebpacKuX CTPYKTYpa.

1.10. Cras [ypebheHno nosbe renepucano jemuuunom|. Hexka je F ypeleno
nosve. Ilocroju mopckyn ckyna Fy ckyna F' koju je usomopdar (omnocuo ucmoge-
man) ca nosbem Q pammonannux 6pojesa. Ilrasuwme, Fj je MUHMMAJIHO MOTIOJbE
nospa F.
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JloKA3. Heka je n mpuponan 6poj. Ilocmarpajmo agutuBae cremene 6poja 1,
n-1=14+14---+1€F.
T
Csu cy onu mehycobHO pazimuanTu, jep je

m+1)-1=1+41+---+1=1+1+--+14+l=n-14+1>n-1+0.

n+1 oyra N IIyTa

®dpomasino rosopehin {n - 1|n € N} nucy npuponuu 6pojesu, Beh enementu
nosba F', amm nx MOKeMO MTONCTOBETUTH, jep HanMe npecinkaBame @ : N — I, maro
ca ®(n) =n -1 ne camo ua je bujekuuja (y3ajamMHo jenHO3HAYHO), Bell je carsacHo
u ca omeparyjama + u -. To cjaemm m3 3aKOHA aACOUNjATUBHOCTH, KOMYTATUBHOCTH
¥ OUCTPUOYTUBHOCTH HA, cjienehn HaYWH:

d(m+n)=(m+n) - 1=1+1+-+1=1+14-+14+14+1+ - +1=
m-+4n nyra m myTa n myTa

=m-14n-1=3&(m)+ ®(n)

d(mn)=(mn)-1=1+1+---+1=
—_—

mn myTa
=1+14-+1+1+14 - +1+- 141+ +1=
n nyra n nyra n myra
m nyTa
=141+ 4D 1+1+--F1)=
m ImyTa n myTa

=(m-1)(n-1)=®(m)®(n).
Iokymalemo ma npeciukabame $ Ha NPUPOTAH HAYMH MPOUMPUMO MPBO 110

CKYTIa [eJINX, & 3aTUM U JI0 CKyIa paruonajanux opojesa. Heka je m € Z u m < 0.
CraBumo ®(m) =m-1=—(—m)-1. 1 crasumo ®(0) =0-1 = 0.

Hajsan, axo je p/q € Q, craumo ®(p/q) = (p/q) -1 = ®(p)®(q)~!. Kao n
MaJIOIpe, jeTHOCTABHO CE€ 1ajy TPOBEPUTH OCOOUMHE
O(z+y) = (x) + (y); Plzy) = 2(2)2(y); z<y= 0(z) < (y),
MITO NPEymTaMO YUTAOLLY . O

Ilpumedba: Yobuuajery yuoeHndky ¢hpasy ,,IpemnymTaMo IUTAOIY 13 JOKaxKe “
Tpeba paszyMeTn Kao ,ayTopa Mp3U 3 I0Kasyje“, MTO je MPUMEHJPUBO U § OBOM
CIIy9ajy.

1.11. Pakropujen u buanoMHH Koedunujeur. Ha ocHOBY perxomHor cra-
Ba, CBAKO ypeheHo mosbe caapzku BepHy Komnujy Fj cKyIa panuoHaHuX OpojeBa Q.
To rosopu ma je Q muaUMaIHO, HajMame Moryhe ypelheno mospe. Yoymayhe mehemo
MpaBuUTH pasIuKy u3Mehy parmonaaaux OpojeBa u muMa, oaroBapajyhux ejgemenara
nornosba Fy. pyrum peunma, 3a ¢ € Q, ymecro ®(g) nucahemo mpocro ¢, a 3a
n € N ymecro ®(n) uaum n - 1 nucahemo npocro n. Tako ce annTuBHU CTENEH NI
360r

nc=x+z+--+rx=(1+1+-+1)z=Mn-1)-z=n-zx
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MOXKE€ CXBaTUTU U KAO IPOU3BOJ IPUPOAHOr Opoja m (IpelusHuje HEroBe CJIUKe
®(n) € Fy) u etementa x € F. Ha taj nauun umajy cmucia napemsne neduHumje:
1° @axmopujens npuponuor 6poja n je

n

n!:Hk:l.Q.....n;

k=1

2° Bunomnu xoeduyujenm je

k=1

1.12. Cras. a) Axo je a € N, rana je

6) YBek je

B) Baxn
n - n n—
(x+y)" = (k> aFynk,

OBo je mosHaTa OUHOMHA HOPMYAE;
1— )\n-{-l

r) Baxu Z A= 1—X 7 71 . OBo je dopmyna 3a cymy 2eomempug-

n+1, A

CKO02 HU3a.

JIOKA3. a) Ako je o € N, Tana

(a)
n
k=1 k=1

ZUOH]:HZH; Ha—k—l—l
1
n!
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6) Nmamo
a n—1 a— k + 1 n
(n_1> (:) ;1 - +J{ a—k+1k =

_ﬁa+1—k+1 a+1) .
= )

B) OBO nOKasyjemo unmykmmjom. 3a n = 1 jenmakoct moctaje (z+y)! =z +v,
mMTO je HecyMIMBO TauHO. IIpermocTaBmMo na je jeqHakocT TawHa 3a HEeKO n € N.
Tana je

Z) xk-‘rlyn—k + (Z) xkyn—k-i-l _ (IICOMepal\fO HHJleKQ )
0 yMalnmje y IpBo)

I
NE

n n k, n—k+1 n+1 n+1l _
(k_1>+<k>)xy +x +y =

3 >
+ 1l
U

b
I
<]

r) Ako je A = 1 oHa je CTBap TPUBUjAJIHA, j€P BUIUMO OAMAaX AIUTUBHU CTEIEH.

Heka je A # 1. Osmaummo S = Y. A, Tana je
k=0

n+1

AS:AZn:A’f ZA’““ ZAk S At
k=0

ONTaKJIe jeTHOCTABHO CJIEIN PE3yJITaT. O
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PEAJIHN BPOJEBI

1.13. Cynpemym, uadumym. Heka je F' ypebhen ckym, OOHOCHO CKyI ca
perammjom < Koje 3amoBosbaBa akcuome (A10) — (A12), u meka je S C F.

Kaxewmo ma je enement M € F zopwe oepanuuene (a HEKM KAXKy U MAJOPAHME)
ckyma S, ako 3a cBe ¢ € S Baxku x < M. Cuwmano, emement m € F je dowe
ozpanuuewe (Mmuropanma) ako 3a cee x € F, Baxku m < x.

Kaxemo na je eqemenr o € F cynpemym (a Heku Kaxky u zopwa meha uiu
MaYHa 20pwa 2panuya cKyma S, v mumemMo o = sup S, ako:

(1) o je ropme orpannUeme CKymna S;

(2) o je najuame morylie ropme orpanudeme. pyrum pedumma, ako je u y
rOpIbE OTPAHMYEHE CKyna S, oHOa je o < Y.

AmnaJsiorso ce pedunume u uHGUMYM.

Kaxewmo na je esiement 0 € F ungumym (a nexu xaxxy u dowa meha uiu mavwna
dowa zpanuya ckyna S, m numemo o = inf S, ako:

(1) o je mome orpaHuyeme cKyna S;

(2) o je najsehe moryhe nome orpanudeme. Ipyrum pedmma, ako je y OO
orpaHmyeme cKyna S, oHaa je o > y.

1.14. Hedunnunmja [ckyn R]. Peamnn 6pojesu cy ypeheno mome R y kome
nopes, akcnoMa ypeheHor 1moJba, BasKu u:

(A16) Axo je S C R Henpasan u 0[03r0 OrpaHUYeH CKYIl, OHJIA [OCTOjU 0 =
sup S.

1.15. Cras [o uadumymy]. Heka je S C R Hempasan n 0103100 OrpaHnveH
ckyn. Tama mocroju o = inf S.

Joka3. Heka je T = —S = {—x |z € S}. Csakako je T Hempasan CKyII.
JIoKaxKnuMO 1 1A je OTPpAHWYEeH O03r0. 3aKnCTa, HEKA je M IOHe OTPAHUYIEHHE CKYTIa
S,ramajesacsex € 5, m < x, oTHOCHO —m > —x. Tako je —m ropme OrpaHuIeHe
ckyma 7'

IIpema akcuomu (A16), nocroju 7 = sup 1. Ilokasaliemo na je —7 = inf S. Y
Ty cBpXy Tpeba mpoBeputu JBe crBapu. IIpBo ma je mome orpanmderme. 3amcra, T
je ropmse orpaHnyerse ckyna 1, ma 3a cee y € T, Baxkn y < 7. Mehyrum esrementn
ckyma T cy obnamka y = —x, 3a x € S, ma 3a cBe x € S Bpenu —x < 7, OIHOCHO
—7 < z. [pyro Tpeba mokaszaru 1a je TO HajBehe mome orpaHmueme. 3amcra, ako
je z > —7, Tama je —z < T, ma —z He MOXKe OuUTH ropme orpaHmderse ckyna 1’
(unave T He 6Gu 6uUIO HajMame ropme orpanuderse). Tako nocroju y € T TakBo aa
je —z <y = —x, 3a HEKO x € S, OAHOCHO z > T 3a HEKO T € S, 1a z Huje I0me
orpaHmterse cKkyma S. U

1.16. JIema [0 kapakTepusauuju cynpemymal. Heka je S C R nenpasan
U 0710310 OorpaHuveH ckyn. Bpoj o je cynpemym ckyna S ako u camo ako je: (1)
ropme orpanudeme ckyna S; (2) 3a cse € > 0, nocroju € S TakBo 1a je 0 —e < .

JIOKA3. =) Ako o jecre cynpemym ckyna S, u ako je ¢ > 0, onga je 0 —e < o,
na 10 aeUHALKA]E CYIPEMYyMa, 0 —& He MO2Ke ODUTH I'OPHe OrPAHUYEHbE, 8 TO 3HAYU
1a Huje 3a cBe x € S, x < 0 — €, OAHOCHO Ja 1OCTOju T € S TakBO 1a je 0 — & < .
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<) Heka je o ropme orpanudeme u HeKa Baxu ycjioB (2). Jlokaxkumo aa je o
HajMame ropme orpanndee. Hekajey < 0. Tagajey = o—e,tnejec = o—y > 0,
na 1o yciaoBy (2) nocroju x € S, 1aKBO Ha je y = 0 — € < &, na Yy He MOXKe Ouru
TOPIHLE OTPAHNYECHHE. O

1.17. CraB [ApxumenoBo cBojcrBo]. Heka cy a,b € R crporo nosutnsHI
6pojeu. Tama mocroju n € N, TakBo ma je n-a > b.

Ipumedbal: Naxko wocu ApxumenoBo ume, cBojcTBo morude on Eymokca Kuu-
bhanuna.

IIpumedba?: CBojcTBo je HaBemeHo y EykammoBum ejeMeHTHMA, KAO jETHO O
reoMeTpujcKux akcmoma. Hamme, reomerpujcka dhopMmysanuja OBe TBPIEE je 1a 3a
CBake JBe JyXKU MOCTOjU TPUPOIaH OpOj n, TaKO J1a aKO Mamby YK HATOBEXKEMO
n myTa camy Ha cebe, oHa he npectuhu myKy. 3aTo je OBa TBPAIbA MO3HATA U KAO
Apzrumedosa axcuoma o npecmuscusocmu. Mu je ore He HABUBAMO TAKO, jep je
JIOKa3yjeMo.

JIOKA3. IlpermocTaBUMO CympOTHO, Ja TIOCTOje TO3UTUBHY a,b € R TakBm na
jesacsen €N,

(2) n-a<b,

n younmo ckyn S = {n-a|n € N}. OH je ounmienHo HempasaH, aiau je 360r
(2) u orpanuden onosro, na npema (A16) nocroju o = sup S. Kako je a > 0 o je
0—a < o, na npema Jlemu o KapakTepu3aluju CynmpeMmyMa, moCTOju eJIeMEHT CKYIa
S koju je Behu on o — a, ompocHo nocroju n € N rakas na je 0 —a < n-a. Ho rana
jemo < (n+1)-a € S, ma o Huje ropme orpannveme ckyna S. Kourpamukumja. O

Ipumedba: ApxumenoBo CBOJCTBO MOCELYjy W PAIMOHAIHN OGPOjeBU, TO jETHO-
craBHO Buammo. Mehyrum mokas ce ociama Ha aKCHMOMY CyIpeMyMa, IITO CyTre-
pume 1a ce ApXMMEIOBO CBOJCTBO HE MOYKE TOKA3aTH CaMO W3 MPBUX METHAECCT
akcuoma. 3amcra, nocroje ypehena mosba Koja Hemajy ApXumMenoBo CBOjCTBO, TAKO3-
BaHa Heaprumedosa noma. O Tome Bujgern Bexkbama 3, 4.

1.18. Hedununuja [Murepanu]. Heka je F' ypelen ckym, u Heka cy a,b €
R. Unrepsannu cy cienehn ckymnosu:

(a,b) ={z € Fla <z <b};
[a,b] ={x € F|a <z <b};
[a,b) ={z € Fla<z <b};
(a,b] ={z € Fla <z <b};
) ={z € Fla<uz};
[a,+0) ={z € Fla<z};
b ={z € F|x <b};
b)) ={z e Flz<b}

Nukaysuja [a,b] C [c,d] ekBuBanenTHa je nejenuakoctuma a < cu b > d, u
CJIMYHO 3a OCTAJIE.
3arBopeHe KOHAYHE MHTEPBAJIE 1€CTO 30BEMO CE2MEHMU.
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1.19. CraB [kapakrepusanuja uarepBasal. Henpasan ckyn A C R je un-
TEPBAJI aKO M CAMO aKO 33/I0BO/bABA OCOOMHY:

(3) Ve,y,z z<y<zAz,ze€A = yeA

JIOKA3. =) HEIOCpeIHa MPOBEPA;

<) Osnauumo o« = inf A, § = sup A. Ucruna, 6pojeBu «, € R mocroje
UCKJbY4IMBO aKO je CKyn A orpaHumveH 010310, OJHOCHO OJI03I0, Ay aKO HUje J10-
TOBOPUMO Ce J1a TaJa CTABUMO @ = —00, omHOCcHO = +o0o. Hokasyjemo cienehe
TBP/IHE:

1° Ako je a < x < f rama x € A. 3aucra, Taja r HHAje HU TOPHE HU JIOHE
orpannyeme ckyna A, jep y upBom ciay4dajy « He Ou 6uo undumMyMm, a y apyrom [
He 6u Ono cynpemyMm, na Taga nocroje x, T € A, rakBu maje a <z <z, x < T < 3.
(Y cayuajy ma cy «, 5 6eCKOHAYHOCTH, OOPa3JIOKEIe 3allTO MOCTOje T, T je O
jemuocrasauje.) IIpema ocobunu (3), Tama x € A.

2° Ako z ¢ [a, 3] Tama © ¢ A. Ako je Ha npumep x < «, Tana x ¢ A, jep y
CynporHoM « He 6u 6uo nome orpanunueme. Cimano, ako x > (3, onma x ¢ A, jep
y cynporuom [ He 6u 6uo ropme orpanuderse. (Ako cy «, [ 6eCKOHAYHOCTH, OHIIA
OBJIE MOK/IA M HEMA INTA J1a Ce J0Ka3yje.)

Haxze, (a,8) C A C [a, 5]. O

1.20. Cras [Kaurop]. a) [ar je uus unrepsana [a,,b,] C R, rakBux na 3a
CBE N BaXK1

(4) [ana bn] 2 [a'n+17 bn+1]~
+oo

Tana nocroju « € R rakso na je € () [an, by], onnocuo x € [ay,, by,], 3a ce n;
n=1

6) Axo, mpu Tome, 3a cBako € > 0, mocroju n € N ca ocobunom b, — a, < €
(mocToju uHTEpBAJI MPOU3BOJHPHO MaJIe AYyKUHE), TaJId je TaKBO & jEeIUHCTBEHO.

a, a, a, x b, b, b,
[ [ L R >
LT 2 1
Ca. 1
JTokA3. a) ITocmarpajmo ckyn S = {aj,as,...,an,...}. OH je cBakako Hempa-

3aH (MaJa MOXKEe MMATH W CAMO jelaH ejieMeHT). JIOKaykKuMO U 113 jé OrpAHUYEH.
Hanwme, cBaku 6poj by je ropme orpanmdieme ckyna S. a Oucmo ce y 10 yBepuan
JOBOJBHO je TOKA3aTu Ja je

(5) an S bk:

3a Ma Koje npupoate Opojese n u k. 3aucta, ako je n < k, ouna je a, < ax < bg, a
ako je n > k, onna je a, < b, < by, u 10 3a10 wWro ycuaos (4) o3HavyaBa ua je Hu3
a, pacryhu, a aus b,, omamajyhu.

IIpema akcuomu cynpemyma, nocroju x = sup S. Jlokazalhemo na je x Tpaxkenu
6poj. Hajupe x je jemno ropme orpanmderse CKyma S, ma je Belim 011 CBUX HErOBUX
efmemMenara. 3aro je 3a cBe n, T > a,. C apyre cTpaHe cBu eleMeHTH Hu3a b, Cy,
360r (5) ropma orpanuyerma cKyna S, a T je CylpeMyM, OJHOCHO HajMambe TOpHbe
orpaHuyerse, 1na je u 3a cse n, T < by;
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6) Basba HaM J0Ka3aTH JEQUHCTBEHOCT IO JOJATHUM YCJIOBOM JIa TIOCTOjU WH-
TepBaJI MPOU3BOJHHO MaJsie AyzKuHe. [IpernocraBuMo CynpoTHO Ja MOCTOje ABa pas-
smanta 6poja x,y € [an,by] 3a cBe n. Yamumo na je x < y, m omabepumo € < y — .
Hexa je n mpupoman 6poj TakaB ma je b, — a, < €. Tama je

bp<apt+e<an+y—x<y<by,

mTo je Hemoryhe. O

1.21. CrasB [JIeGer|. Heka je mar marepBan [x,y], u dammamnja mHTEpBaIA
(@asba), @ € A, TakBa 14 je

(6) U (aaaba) 2 [xvy}

acA

Tana nocroju konadan noackyn Ag C A, rakas 1a je

U (@asba) 2 [, 9.

a€Ap

Ipumedba: Davunuja cKynosa ca ocoburoMm (6) Ha3WBa Ce NOKPUSAE CKyTa
[z,y]. Crora ce oBaj cTaB pednMa MOYKe YOOJIMYUTH U OBaKo: ,, /I3 CBAKOr MOKpH-
Barba CEIMEHTA [T, Y| OTBOPEHNM WHTEPBAJINMA, MOYKE Ce M3ABOJUTH KOHAIHO IIOT-
TIOKpUBAE .

JoKA3. Heka je z € [z,y]. Youumo cBojcrBo

P(z): 3FA, C A xoHauaH U (aasba) 2 [z, 2]
aEA,

u ckyn S = {z € [z,y] |z uma cBojcrBo P(z)}, OMHOCHO CKYIl OHMX 2-0Ba, 3a KOje
ce MOZKE M3IBOJUTH KOHAYHO IIOTIOKPUBAIGE MHTEPBAA [T, 2].

Oumnrnenro x € S, jep je [z, z] jenHa Tauka m MOYKe ce TIOKPUTH CAMO jeIHWUM
(uak) unrepsasom u3 name damunuje. Iupb je ma mokazkemo ma y € S.

Ouurnenno je S memnpasan (x € S) u omosro orpanuder (mo geduHULAjU je
S C [z,y]), na uma cynpemym, npema (A16). Os3nauumo ra ca o.

1° kopak. Hokaxumo na o € S. IlpernocraBumo cynporso, na o ¢ S. Kako
je 0 € [z,y], To cBakako o € (ag,bg), 3a meko B € A. Kaxo je ag < o, T0
nocroju z € S TakBo ma je ag < z < o. Tama ce cermenr [z, z] MOKe HOKPUTH
ca KOHAYHO MHOTO WHTEpBaJja, TO ject, mocroju Ag C A KoHauaH, TakaB 1a je
UaeAO(aaaba) 2 [I,Z] Ho, xako je (aﬁabﬂ) 2 (270)7 10 je

U (aa,ba) 2 [z, 0],

a€AgU{B}

mna oryjaa o € S.

2° xopak. [okaxkmmo na je o = y. IlpermocraBumo cympoTrHO, Aa je o <
y. Kako snmamo o € S, na nocroju xkoHasan Ay C A, 3a Koju Baxnu [z,0] C
Uaea, (@a,ba). Hexa je ag € Ag Taxso na o € (aay, ba,). Omabepumo e > 0 takBo
najee <by, —omne<y—o. Tanaje, ounto u [z,0+¢€] C U, c,(@a,ba), TO ject
o+ ¢ € S. Kourpagukuuja.

Haxme, y = o € S. Kpaj. O
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®YHKIINJIA IIEO JEO M JENMMAJIHU 3AIINIC

1.22. Hedwunnumnuja. Heka je z > 0. I]eo deo 6poja x nedunumemo Kao
[z] =min{fn e N|n-1>z}—1.

CKyTl 97jun MUHUMYM TPazKAMO HHUje TIPa3aH Ha OCHOBY ApDXMNMEIOBOT CBOjCTBA,
a y3uMaMo J1a CBAKU Helpas3aH noackyi ckyna N uma HajMarby eleMeHT.

Ako je z < 0, onna je
—x, xeZ
[z] =

—[—2] — 1, wunaue’
a jeqHOCTABHO BUAMMO 4 j€ TO UCTO IMTO U
min{n € Z|n-1>z} —1.
Cuneneha xkapakrepusanuja GyHKIEjE 410 160, BUIIECTPYKO je KOPUCHA:
[x] je jenmHCTBEH 1€O GPOj, TAKAB A BAYXKN
(7) [z] <z <[z]+1.
OBa kapakrepusaluja je HenocpeaHa mocaenua geduHuImje.
IIpsa deyumana peannor 6poja x je 6poj
dy = [10z] — 10[z],
dpyea deyumana je
dy = [100z] — 100[x] — 10d;,

7 Tako penoM. VHAYKTUBHO ce MOXKe HedUHUCATH J1a je N-ma 0eyumMais pPeajHor
Opoja z jemHaxa

n—1
(8) dy = [10"z] — 10" ] — Y dx10"7F,
k=1

WM Y PACIUCAHOM ODJIMKY
dp = [10™2] — 10" [x] — 10" 'dy — 10" %dy — ... 10d,,_;.

Osnaky [z],d1dads ... HABUBAMO JEIMMATHE 3aIHMC PEATHOT OpOja .

VYxonuko y nedunnnuju (8) 6poj 10 3aMeHnMO HEKUM IPYTUM TPUPOTHUM GPO-
jem p, onma hemo ymecTo AenMMaJsIHOT 3aIuca JOOUTH 3aM1C Y CUCTEMY Ca OCHOBOM
p. O ToMe Buiie BumeTu y BeKOABY 8.

1.23. Cras. a) z = sup {[nx] |n e N};
n>1 n

6) Ako je © € Q, OHIA ce y NPEeTXOIHOj jeIHAKOCTH SUp OPeTBapa y max.

JIOKA3. a) x je ropme OrpaHuyerhe HaBeIeHOr CKyIIa, jep je 3a cse n, u <z,
n

mTo je ekBuBaJeHTHO ca (7). OKaxKuMO [1a je TO U HAJMAIe TOPIHE OTPAHUYECHHE.
Yoummo € > 0 u ogabepumo n € N ca ocobuHOM ne > 1, MITO MOKEMO HA OCHOBY
Apxumenosor csojcrBa. Tana lie, 36or (7), Gutu

1 nzx—-1 [nz]+1-1

r—e<r——= < s
n n n
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a mocjensmu Opoj mpumana HaBemeHoM cKymy. OTyma x — € He MOXKe OUTH TOPIHE
Or'PAHNICHHE;

6)AKojexeQ,HaanMepx:B,mejepeZ,aqu,Tanax:B:
q q

ler] . a

1.24. Cras. Heka cy di,ds, ... nemumaste peasnor 6poja x. Tama:
a)3acse k€ Njed, €{0,1,2,...,9};
6) 3a cBe npupoane 6pojeBe n BaxKu

n dy
x]+ZW§x +ZIO’“ On’
k=1

—~
e
~

d
B) Ako osHaUMMO T, = [T] + Z ﬁ, OHTIA je

(10) x = sup{x, |n € N}.
JTOKA3. a) Ako (7) npumenumo Ha 6poj 10z, nobujamo [10x] < 10z < [10z]+1
a onarsie noHoBHOM npuMenoM (7) Ha cam 6poj x,
[102] < 10z < 10[z] + 10
[10z] > 10z — 1 > 10[z] —
Onarie je dy = [10x] —10[z] > 10[z] —1—10[z] = —1, ma je d; > 0, jep je ounro
peu o uesom 6pojy. C mpyre crpane di = [10z] — 10[z] < 10[x] + 10 — 10[z] = 10,
majenmd; <9.
OBume cmo nokazasm TBpAmby 3a k = 1. CimuHo ce mokasyje u 3a Behe k-ose:

(11)

n—1
dy, = [10"2] = 10" 2] = Y di10" " < 10[10" 2] + 10 — 10" [ dem” k=
k=1

n—2
=10 ([10"—1x] — 10" M az] = ) dp10m R dn_1> +10=10
k=1

1 CJINYHO
n—1
dyp = [10"2] = 10" [x] = Y dpl0™ % > 10[10" 2] — 1 - 10"[x dew” k=
k=1

—10([10"1] 10"z dem"lk dp_ )1—01—1

6) 3a n = 1 umamo
[10z] < 10z < [10z] + 1,
OmHOCHO Kajia omy3memo 10[z], u moncerusmu ce ma je dq = [10z] — 10[z],
dy <10z —10[z] < dy + 1,
IITO je eKBUBAJIEHTHO TPAa’KEHO] HEjeTHAKOCTH.

Comano ananMO 1 3a octase n. Hawmme, us (7) mmamo

[10"2] < 10"z < [10"z] + 1,
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—1
mrro Kama omysmemo 10"[z] + Y dp10"7F, mocraje

k=1
n—1
dp < 10"z —10"[2] = > di10"F < dy + 1,
k=1

MITO je eKBUBAJIEHTHO TPayKeHOj HEjeTHAKOCTH, TOCIe nesbema ca 10™;

B) Hajupe, youumo na je yex 10™ > n, wiro ce JIakO U3BOAM WHYKIMjOM.

U3 seBor nmema mejemuaxkocru (9) 04UTO je & TOPHE OrpaHUYEe CKyna {a, }.
Mehytum oHO je u HajMame, jep ako omabepemo € > 0, onga mocroju n € N TakBO
maje 1 < ne < 10™e, omHOCHO 10% < €, U TaJa je u3 AeCHOr jgeja Hejemuaxkoctu (9)
x<xn+ﬁ<xn+5,0nHOCHox—5<xn. O

1.25. 3anaxkama. [lomohy nebununuja (8) cakom peaaHoM 6pojy mome-
JbEH je HErOB JICNMMAJIHA 3anuc. 10 TpecimKaBame je 300T MPEeTXOMHOr CTaBa
nHjekTHBHO. Hamme, ako nBa pasjmdmra peasiHa Opoja & W y WMAajy WCTU HeIn-
MAaJIHU 3AIKC, OHIA ce CKynoBu {x,} u {y,} nokjanajy, na umajy uctu cynpemym.
Oryna je x = y.

C npyre crpame, moryhe je jemmakomfiy (10) cBakOM AENUMAJHOM 3AIUCY J10-
JesmTu jemaH peasiaH 0poj. Mehyrum TO momesbuBame HuUje BUINE WHjEKTUBHO.
Hamme memmmanmanm s3ammcuma 1,000... mw 0,999... momenmhemo mctu peasan
6poj 1!

Taxko je ckymn menuMaJTHIX 3aIIMCa HEIITO Mupu, Behn o CKyma peagHux Opo-
jeBa. O ToMe KOju Cy CBe HEIMMAJIHY 3AMNUCH ,BUIIAK * BUIETU BEXKOAmHE 7.

ITPEBPOJVIBU 1N HEIIPEBPOJNBUM CKVYIIOBU

1.26. Hdedwunuunmja. Kaxxemo nma ckynou A u B umajy ucru xapolurasmy
6poj ako nocroju bujeknuja f : A — B. Kapaunanuu 6poj ckyna A o3HagaBaMo ca
Card A.

Axo cy ckynoBu A u B konaunu (OQHOCHO UMajy KOHAYHO MHOLIO €JeMEeHATa)
OHJIa OHU MMajy UCTHU KApPJAWHAJHA OPOj aKO U CAMO aKO MMajy UCTU OpOj eJieMeHara.

Kapmunamnau 6poj npasaor ckyma je Card ) = 0, a kapauHagHu 6poj Ma KOTr
n-rowiador ckyna je n. Ha npumep Card{1,2,...,n} =n.

Ogo je bwmia vemro caobonnuja nedununmja. Popmasnuje je mehy ckynoBuMa
yBecTu peJianyjy ekBupajienuuje A ~ B ako u camo ako nocroju oujekuuja f : A —
B, na ga ce oHIa KapauHAJIHNA OpOj JedrHUINE Ka0 KIACa EKBUBAJIEHTHAX CKYTIOBA.
OBne majbe MCKpCaBajy mpodJeMu jep MOCTOjarbe CKyIa CBUX CKYTIOBA, ITOBOIU 0
mapaJioKca y HAWBHO] TEOPHUjU CKYIMOBA, IIEXMY HUje MECTO y Kypcy aHajause, Beh
MAaTeMaTH4IKe JIOTUKE.

Kapnunasau 6poj ckyma npupomgaux 6pojeBa oznadaBamo ca Card N = Ry, Y
MATAHY je PBO CJIOBO jeBpejcKe a30yke u unTa ce ,aned “. 3a CKym KOju nMa, Kapu-
HaHU OpOj N KaxKkeMmo 1a je npebpojus. IIpebpOjuBOCT HEKOT CKYTIa, €KBUBAJIEHTHA
je MHTYUTHBHOM IOjMY JIa C€ Taj CKyl MoxKe ,nopebaru y uusz“ (Geckonauan). 3a-
ucra, ako je ckyn A = {aj,as,...}, raga ce 6ujekuuja f : N — A nocruke Ha
jennocraBad Hauun nyre™m f(n) = a,. Tako ce cacBuM jenHOCTABHO MOXKe BUAETU
Ja je cBaku mofcKyr ckyma IN mim KOHAYaH, niin mpedbpojus.
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Mebhy kapamragHEM OpoOjeBHMa MOXKe Ce yBecTu u mopenak. Kaxkemo ma je
Card A < Card B ykosnuko nocroju utjekuuja (1 — 1 npeciaukasame) f : A — B.
CacBuM jemHOCTaBHO ce BUJIM JIa OBA peJialuja He 3aBucu of1 ckyrnoBa A u B Beh camo
Ol ’LUXOBWX KapamHaaHWX Opojesa. 3amcra, ako A m A', omnocno B m B’ nmajy
WCTYW KapAWHAJIHYN Opoj, OHma moctoje bujektmja g : A — A’ m h : B — B’, ma ako je
f : A — B unjexkrusno, ouna jeu ho fog™! : A’ — B’ taxobe unjextusro. Taxobe,
CacBUM je JeIHOCTABHO BUAETH ja je oBa pesauuja pediexcusna (id : A — A unen-
TUYKO MPEC/IMKABAE jé UHJEKTUBHO) U TPAH3UTUBHA (KOMIIO3UIIMjA UH]EKTUBHUX
je unjexrusno). Anrucumerpudnocr fiemo nokasaru y napennom Crasy.

CBe oHe CKyTIOBe KOjU HHCY HW KOHAYHU HU TPEOPOjUBU 30BEMO Henpebpojueu.
JacHo je ma cy mempeOpojuBu ckymnoBu Behu u Om TpeOpOjuBUX U O KOHAYHUX.
Meby menpebpojuBrM CKYIOBMMAa MMA BUIIE PA3IUIUTAX KAPIUHATHUX OpOjeBa.

1.27. CraB [Kaurop-Bepumraju]. Ako nocroje f: A — Bug: B — A,
1 — 1 dyukuuje, onga nocroju h : A 1H:>Al B. [Ipyrum pednma, penaruja < mehy

KapaInHAJIHUM OpPOjeBUMa je aHTUCUMETPUYIHA,.

'PYBA CKULIA JOKA3A. @opmupamo ckymose Cp, n=0,1,2,... u ckyn S Ha
cnenehy maunn

+oo
Co=A\gB).  Cupi=(goN(C),  S=|] Cu
n=0

OnMmax ce Bugm 11a je

+oo
Co=(go ™A\ g(B),  S={JgoN"(A\g(B)).

n=0

Hepdunnmumo Gyukuujy h: A — B ca

o) = f(z), zes
) {ng), T

®yukIMja je KOpeKTHO medwHNUcana, jep w3 x ¢ S manasu x ¢ Cy, a omatie ¢ €
g(B), na nocrojun jenuHcTBEHO Yy € B, TakBo na je g(y) = x.

Hoxazkumo ma je 1 — 1. Baucra jennakocr h(xq) = h(zs) cBomu ce na f(x1) =
f(x2), g7 (z1) = g Y (x2) wm f(z1) = g '(x2), y 3aBucHocT: on Tora rme ce
Hajase Tr1 W Ty. Y OPBA JBa CJIydaja HENOCPemTHO nobujamMo 1 = To mO3uBajyhn
ce na 10 na je dyuxuuja f, ognocuo ¢~ unjekrusma. Y rpehiem ciyuajy, xama
v €8, 20 ¢ S, w3 f(x1) = g~ (22), mobujamo (g o f)(r1) = z2, onaxyne u x5 € S
TO je KOHTPAIUKIMja. 3aro je h WHjeKTuBHA.

Hoxaxnmo na je HA. Baucra, ako y € B, taga win ¢g(y) ¢ S wimn g(y) € S.
Y mpsom cayuajy je y = g~ '(g(y)) = h(g(y)) u To je kpaj. Y mpyrom cayuajy je
3a Heko 1, g(y) € C,, u 10 n He Mmoxe buru nyia, jep Cy ne ceue g(B). Haxae,
9(y) = (g o f)"(x) 3a nexo z. Ho, rana je

9) =g(f((go )" (x))),

OIIHOCHO, 3007 MHjeKTUBHOCTH TPECINKABAHA, ¢,

y=f(lgo )" () =h((go )" (2))
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1.28. Cras. Ckymosu N, Z u Q cy mpebpojusmu.

dokA3. Ckyu N je upebpojus no geduHunmju.
Ckyn Z je mpebpojuB, jep je npecaukaBame p : Z — N, maro ca

2k k>0
D i ,
o (k) {12& k<0

6ujexnnja.
IIpebpojuBoct ckyna Q nokasyjemo Ha ciaenehn naunu. CBe NO3UTHUBHE PAINO-
HajHe OpojeBe mopehamo y Oeckonauny Tabsuiry Ha ciaemelin HadwH

Y %
1/1 1/2 1/3 1/4
/ / / v
2/1 2/2 2/3 2/4
L/ / /

a 3aTuM ux mopefjamMo y Hu3 OHAKO KaKO TO TMOKAa3yjy cTpeswuie. JacHo je ma ce CBu
NO3UTUBHY pallMOHAIHN OGpOjeBu HaJlaze y ropmoj Tabumu. Hawve 6poj p/q nalin
hemo y npeceky p-Te Bpcre u g-Te KosioHe. MelyTum Heku of1 1uX ce OBle Hajase
BuUllle IIyTa, Ha npuMep pasyomun 2/5, 4/10, 6/15 jecy jenan re uctu panuoHasaH
6poj. 3aro u3 mOOHjeHOr HU3a MPENpPTaMo CyBUIIHE OPOjeBe.

Mozxkemo u ¢GhOpMATIH30BATH MAJIO TIpe Ho0ujery dujexnujy nsdmely ckymosa N
u Q. Hamwme, pehame ropme Tabsume y aus jecre dbynknmja ¢ : N — QT mara
ca

k

, M TapHO

m+2—k

k )
U 9eMy je 1 HA JeMMHCTBEH HAYWH IpuKas3an kao n = m(m+1)/2+k, e je m > 0,
uk e {1,2,...,m}, a moxxe u excummuuruo m = min{j € N|j(j + 1)/2 > n},
k=n—m(m+1)/2. ®yukunja ¢ je ,HA“ amm unje 1 —1. Melyrnwm, raga nocrojun
unjekTuBHa dynkmmja ¢ : QT — N. Kaxo je naennuko npecankasame id : N —
Q™T, naro ca id(n) = n ouurnenHo unjekuuja, To npema Kanrop BepHinTajHOBO]
Teopemu TocToju 6ujexmmja f : N — Q.

Capa nuje temko KoHcrpyucaru oujexuujy h : N — Q. Haume, craBumo

M HEnapHo

07 n=1
h(n) =4 f(n/2), 7 1APHO
—f((n—=1)/2), n uenapuO

1.29. Cras [Kanurop]. Ckyn R je nernpe6pojus.

JokA3. JTahemo nBa mokasa ose TBpame. [Ipsu norude o camor Kanropa. 3a
noduerak noKasyjemo na je uarepsadi (0, 1) menpe6pojus. IIpermocraBumo cynpoTHo,
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10 ject na ce on Moxe nopeharu y uus: (0,1) = {x1,zo, ...}, u HEKa Cy merUMaIHNA
3anmcu THX OpojeBa IaTH Ca

1 =0,011012Q13 .. . Q1 - - -
To = 0, 910220023 .. . X2p . . .

r3 = 0, 310032433 .. . X3p, - - .

Tn =0, 0p10p2003 .- . Qppy - - -

Onabepumo 1mudpe [, Takse ma je O, # akr. Tama O6poj y ca JenuMaHuM
3aMUCOM

y=0,81883...06n

uuje oOyxBahen crmckom. Hamme, y # g, jep ce muxoBe k-Te genumalie pa3inkyjy.

Wcruna mocToje pa3anyanTu JeMuMaJTHU 3aITICH 34 jedaH UCuT Opoj, aju je Taaa,
BUIETU BexkOarbe 7, Hy»KHO Ha Yy jedHOM of mux oyme [ = 9 3a cBe k modeBmn
on mekor. U rama camo tpeba momaru ycaoB [ # 9, mTo cy:KaBa u3b0p aium He
[IPEBUILIE.

Kama cvo mokasanm na je (0,1) HempeGpojuB, MPUPOIHO je 3aK/bYUUTH 14 HI
R ©e moxke Outu mpedbpojus, Kao jom Behu ckym. U 3amcra, ako mpeTmocTaBuMo J1a
je R mpebpojus, onma mocroju 6ujekmmja f : R — N, umja je pecrpukumja f|e,1) :
(0,1) — N onza unjekTuBHO NpecankaBame. Jape, byukmuja g : N — (0, 1), nara
ca g(n) = 1/n rakobe je unjexuuja, na npema Kanrop BepuiurajHosoj Teopemu
nocroju 6ujekuuja h : N — (0, 1), wro cmo Beh nokazanu ga je nemorylie. O

JPYKUNIN JTOKA3. [1aT je OBaKO:
ITpermocraBumo cynpotro, na je R = {x1, 2, ...} npedpojus. ®opmupamo Hu3
YMETHYTUX CEeTMEeHara Ha, caenelin Haqmh.

ay = Iy, = T;
bi = %m,, Tm, je OpBu 1o peny Behu on ay;
as = x,, Xy, je IPBU IOCJE Ty, KOjU € [a1,b1];
by = Tyn,, T, j€ TIPBE TOCTE Tj, KOju € |ag,by]...
Ipeuusnuje (Mana Mame pa3yMJbUBO) TO CE€ MOXKE B3AIUCATH OBAKO:
I =1, Iy =min{n|n >mg_1, Tn € [T1,_,, Tmy_1]}s
my = min{n|n >y, T, € [, Tm,_, ]}
A = Ty, , bk::L‘mk_.

Ouurnenno Baxu [ag, bg] 2 [ak+1, br+1], na npema Kanropoom crasy 1.20, nocroju
z € R, rakBo ua je « € [ay, by|, 3a cse k. Heka je ro, na npumep z;. Tako je 3a
cBe k Tauno ap < x; < by, OZHOCHO

Ty S X < Ty

IMocnenme je, mehyrum nemorylie, jep unrepsasn (2, , Tm, |, npeMa nepunnumju me
CAIpKU eJIEMEHTE Ca MAUM WHIEKCUMA. O
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1.30. Banaxkama. 1°) Jemno Bpeme, €rajajio jeé OTBOPEHO MUTAE, MMA JIK
apyrux kapanaaaaux o6pojesa usmehy Ny u ¢ = Card R, wim vema. Ipyrum peanma
cTajaJia je OTBOPEHa XUIIOTE3a:

Axo je A C R, onda je uau Card A = Card R = ¢ uau Card A < Card N = Ng.

OBa xumoTesa mo3HATa, je oI Ha3uBoM Xunomesda koHmuHyyma. OHEI KOju Cy je
npuxBaTaau KapauHaaau 0poj ckyna R osuauasanu cy ca Ny (kao npsu cienehin).
Mebhyruwm, [Ton Koen, nokazao je 1963. ronure na je xumore3a KOHTUHYYMa HE3a-
BHCHA O]l OCTAJINX AKCHOMa TeOpHje CKyIoBa, Mo3HaTuxX Kao Ilepmeno Ppenkenose
axcuome.

2°) MelhycobHO HEEKBUBAJIEHTHUX CKYTIOBA, OHOCHO PA3TUYUTUX KAPIUHATHIX
6pojeBa mMMa MHOro. 3anpaBo, TOJIMKO MHOTO I je CBEyKYITHOCT TaKBHUX o0jeKara
TOJIUKO [JIOMa3Ha (CJIMIHO CBEYKYMHOCTU CBUX CKYIIOBA) [a ako OU je Ha3BaIu CKyIl
oH/1a O TIOpEMeTHIa aKCHOMEe TeOpHje CKYMOBa, OJHOCHO J0Besia 61 10 mapagokca
Yy HauBHO] TEOPUjHU.

Ca cranosuiTa aHaanse, MelyTnm, J0BOJBHO je a pa3inKyjeMo KOHadHe, Tpe-
6pojuBe 1 HernpebpojuBe CKYIOBE.

TYCTHUHA CKVYIIOBA R U Q

1.31. CraB. Heka cy a u b peanuu 6pojeBu u a < b.

a) nocroju x € Q rakBo na je a < x < b;

6) mocroju x ¢ Q TakBO 1A je a < x < b;

B) 3a cBako r € Rjex =sup L,, tne je L, = {y € Q| y < z}.

JIOKA3. a) Ako cy a,b € Q, oHIa ce & jeIHOCTABHO MOXKe NOOUTH KAo T =
(a+0)/2.
Heka je, cama, b ¢ Q. Tana je, npema Crasy 1.23,

b:sup{[b:]|neN},

na Taja 3a HeKO n Baxku a < [bn]/n < b, npema JieMu O KapakTepusaluju Cylpe-
myma. Melyrum, nocinenma mejennakcor je crpora, jep [bn]/n € Q, a b ¢ Q.

Octao je jomr ciaydaj a ¢ Q u b € Q. Tana MPUMEHNMO TIPETXONHN CJIy4aj HA
6pojeBe —b < —a. Tana nocroju pammonanuo = € (—b, —a). Bpoj —z je Tpaxenu
6poj.

6) IIpernocraBumo cynporso, ma cy cBu O6pojeBu u3 unrepsasa (a,b) pauuo-
nanuu. Tana je ckyn (a,b) C Q upebpojus. Mehyrum, 3axsasbyjyhu Gujekrusaom
npecavkaBamy ¢ ¢ (0,1) — (a,b), f(x) = a+ x(b— a), TakaB je, OHIA N UHTEPBAJ
(0,1), mro je y cymporHoctu ca CtaBoM O HEMpeOPOjUBOCTH peasiHux OpojeBa 1.29;

B) Bpoj x je ouuro ropme orpanunveme ckyna L,. Meljyrum, oHo je u najmame
TakKBoO, jep ce 3a € > 0 m3melhy 6pojeBa x — € u x Haja3u Oap jemaH paruOHAIAH
6poj, omHOoCcHO mocroju O6ap jenHo y € L, koje je Behe on x — €, ma & — € HE MOKe
OUTU TOPHE OrPAHUIEIHE. O
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CTEIIEHOBAIHE 1 KOPEHOBAIBE

1.32. Crenena ¢pyukuuja (crenena n € N) je dynkuuja f, : R — R, nara ca
fnlx) = 2™

CacBuM jeqHOCTABHO Ce TIOKa3yje [a je 3a n mapuo, GyHKnuja f, CTporo pacryha
Ha unrepsay [0,+00), a crporo onagajyha wa unrepsany (—oo,0]. Hauwme, npu-
menom Crasa 1.8 6), nobujamo na u3 0 < z < y caenu =™ < y", onHocHO f,(x) <
fo(y), mok 3a <y <0, Baxku 0 < —y < —z, na je y" = (—y)” < (—z)* =z". Ha
CAMYAH HAYMH, U3BOIN ce Ha je f, crporo pacryha ma unrasom R, y ciayuajy na je
N HEeMapHO.

1.33. Cras [0 ersucrenumju kopena]. Heka cy a > 0 un € N npousBosbHu
6pojesu. Tama mocroju jenuncrsen z > 0, Takas na je z” = a.

JokA3. Tocmarpajmo ckyn S = {z > 0]a" < a}.

Kao npBo, ckyn S uuje mpazan. ¥ ciay4ajy ma je a < 1, tama a € S, jep je
a"=a-a" ' <a-1. Y cayqajy najea > 1, Tama 1 € S, jep je 1" =1 < a.

Kao apyro, ckym S je orpammduen omosro. ¥ ciay4ajy a < 1 jemHo ropme
orpanuverse je 1, jep 3a x € S umamo z" < a < 1 = 1", na ako x > 1 ouzga
" > 1" - kourpanukuuja. ¥ ciaydajy a > 1 jeqHo ropme OorpaHuderse je a, jep 3a
x € Sumamo 2" < a = a-1""1 < a", na ako > a oHma " > a” - KOHTPAINKITH]A.

Haxe, mpema akcuomu cynpemyma mocroju o = sup S. [locToje Tpu moryhmo-
ctu: 0" < a, 0™ =a, o™ > a. Uckipyanhemo npBy u tpehy.

Axo je 0™ < a, onga youumo ¢ > 0 ca ocobunama € < 1l u € < (a — o™) /A, rue

je A= Z (Z) o™k, u rana he 6uru
k=1

n
(c+e)"=0"+ Z (Z) ehgnF < o™ +eA < a,
k=1

omakje o + € € S, na ¢ HUje rOpHE OrPAHUIEHHE - KOHTPAIUKII]A.
Axo je o™ > a, ouma younmo € > 0 ca ocobunama € < 1l u e < (o™ — a)/A, rme

n
je A= Z (Z) ", u rama he 6urn
k=1

(c—e)"=0"+ Z <Z) (—1)rekon=k <o —cA > a,
k=1

OJIaKJIe je 0 — & TOpHbe OrpaHNYehe CKyna S, jep 3a ¢ € S numamo (0 —¢e)" > a > z",
TO jeCT 0 — € > T - KOHTPAJUKIIH]ja.

Haxkte, 0™ = a.

JenuucrBeHoCT je jemHocraBHA. 3aMCTa, AKO IMOCTOje T 7 Y NO3UTUBHU TAKBU
ma je z" = y" = a, Tama je mmm 0 < x < y, omakJje caenn a = 2" < y" = a, nan
0 < y < x omakJle HA UCTU HAYWH CJIEIN KOHTPAIUKIIA]A. O

1.34. KopenoBame. Ha ocHOBy mpeTxomHOr craBa, creneHa (QYyHKIHja f,
nocMarpana Ha unrepsaiy [0,400) jecre bujekuuja. njekrusHa je, jep je crporo
pacryha, a cypjekrusna je na ocaoBy CraBa 0 ersucreHiuju Kopeua. AKO ymMecro
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fn 1 [0,400) — [0,400) cremeny dyHHKIM]y nocMarpamMo Ha uutaBoM R, nakse
Kao f, : R — R, orma pasiaukyjemo caydajeBe n MapHO U N HEIAPHO.

Hamme, ako je n mapHo Tama TakBa GyHKIHUja He MoxKe obutm 1 — 1, jep je
fu(—2z) = fn(x), ave Mmoxe 6utn Hn ,HA “| jep nukama anje f,,(z) < 0. MehyTtum 3a
n HemapHo je f, oujexmmja va R. 3aucra, raga f, TpeBoau MO3NTUBHE ¥ TIO3UTUBHE,
a HeraruWBHe y HeraTuBHe OpojeBe n yBeK je crporo pacryha, na je majekTuBHa. Jorn
na je ,HA“ Ako je a > 0 raga mocroju & > 0 ca ocobunom f,(xr) = a npema
nperxonom Crasy. Ako je a = 0, tama f,(0) = 0, u Haj3an, ako je a < 0,
Tana —a > 0, na nocroju y > 0 TakBo ga je y" = —a, U Tajga je 3a r = —y,
" = (-y)" = —y" =—(-a) =a

Kopeny byukuujy g, nebununmemo kao naBep3Hy GYHKIN]y cTemneHe GhyHKIN]je
fn- Ba n mapuo g, : [0,+00) — [0,400), a 3a n menapuo g, : R — R. Kopeny
GYHKIMjy 03HATABAMO

gn(z) = xt/m = V.

Axo je ¢ = m/n nosuruBaH panuoHasiaH OpOj, IPU YEMY Cy T U 1 y3ajaMHO
nmpocTr OPOjeBU, OMHOCHO HECBOI/BUB PA3JIOMAK, OHIA CTemneHy (GpyHKOujy r +— x?
nedrHIIIIEMO Kao

(12) 2t = (@)™ = fulgn(@)).

OBne Tpeba BoOuTH padyHa O TOME INTa je JOMeH oBakBe dynkmumje. Hamwme, ako
je n memapHo, oHna uspas y (12) uma cmucsa 3a cse © € R, 10K 3a n napHo, OH
nma cmucaa camo 3a = > 0. Taxo je 22/ medunncano 3a cse z € R, a 23/ camo
3az > 0.

Axoje ¢ = 0 mw x # 0, medummmemo x° = 1 u Hajsam, axo je ¢ < 0, onma
neduHAIIEMO

1

F7
npu 4yemy Mopa 6uru x > 0 YKOIHMKO je mMenusial Opoja ¢ mapat, a  # 0, yKOJIUKO
je mmenusan 6poja ¢ HemapaH.

xd =

1.35. CraB [ocobune crenene dynknuje|. Heka cy z,y € R u p,q € Q.
Tana Baxku

) (zy)? = a1y,

6) 2Pt = 2Py,

B) (£P)? = xP4;

IIpumedba: Ynosopasa ce yurtaJal 1a je gokas osor CraBa BeOMa I0CAIAH, T€
ce mpernopydyje 1a ce NPUIUKOM MPBOr YATamha W30CTaBU, HAPOIUTO AKO YUTAJIAIL
J00po OGapaTra PavIyHHUIIOM Ca CTEMEHNMa U KOPEHHMA.

JIOKA3. Hajope hiemo oBe ocobune mokasaTu 3a Caydaj Kaua Cy p U ¢ TPUPOTHT
6pojesu. IIpBa ocobuHa je KOMYTaTUBHOCT U ACOIUjATHBHOCT MHOYKEA, jep je
zy)? = (zy)(zy) ... (zy) =22 ... 2yYy. ..y = Y7,
(zy)? = (xy)(zy) ... (xy) = Y-y = aly’;
q myTa q uyTa g myra

Ilpyra je camo acolujaTuBHOCT, jep je

P =gx. . z=zxx...z22...7.
——

p+q oyrTa p OoyTra g nyTa
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Tpeha je, takobe, camMo aconujaTuBHOCT, jep je

P =qgx...z =
-

pq yTa
=IT...TXT...L...TT...L=

(A Gl e S

p myra  p myra p myTa

q nyTa

= (gPa? ... 2P) = (2P)1.

—

q myra

3 rpehe ocobune Buaumo u ga dyHkuuje fr, U g, KOMYyTUpajy, jep je
Falfm(gn(@)) = (@) = (@) = 2™ = fula),

oJaKJe je fm ©gn = gn© fm; TO jecT (W)m = Vam.

Cama hemo npernocrasuru na ¢y p = 1/m u ¢ = 1/n penmnpovne BpegnocTu
npuponHux Gpojesa. Osuaummo /™ = a u y'/™ = b. Taga je npema Beh moKa3aHOM
(ab)” = a™"™ = xy, omakne je x'/"y'/" = ab = (xy)'/", mro moxasyje mpsy
ocobumny.

3a Tpehy, numamo

((44)7) = o) =

O[IaKJjIe 100MjaMO Pe3yJITaT y3aCTOMHOM MPUMEHOM (DYHKIHUja gy U Gop -

Ba apyry, crasumo = = a™" = (a™)" = (a™)™, ramaje /™ = " u V" = a™,

m+n

i-i-i mn mn e m+n m—+n m_n i 1
xn m — (a ) mmn — (a )nzn — a — a a/ — xnxm .

Heka cy cana, ¢ = m/n u p = k/l nosurupuu pauuonannu 6pojesu. Tana 3a
pBy 0COOMHY MMaMO

(zy)? = <(33y)1/”)m = (xl/"yl/")m = (ml/")m (yl/")m = a9y,
3a apyry je
2Pt = :E% = (:L’l/nl>ml+nk = (.’L’l/nl)ml (:zl/"l>nk = 9P,

3a tpehy je

= (@)Y = ())<=

CangHO ce TpoBepaBajy u ako je HeKu On OpOjeBa p, q jemIHAK HYJIU WUJIA HETa-
TUBaH. O

KOMIIJIEKCHU BPOJEBUA

1.36. Hedbununuja. Ha ckyny R?> = {(z,9)| 2,y € R} ypehennx naposa
peasTHUX OpOjeBa YBOAUMO OTepalrje cabupama N MHOKEH, TOMONy

(z,y)+ (@) = @@+, y+v),
(z,y) - (@) = (z2" — gy, xy’ + ya').
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Ypebhene napose peasnux 6pojeBa ca OBAKO YBEIEHUM OEMpaIfjaMa + U - HA3HU-
BaMO KOMNAEKCHU Opojesu  o3nadaBamo ca C.

JenHnocraBHO ce mpoBepaBa 1A KOMILIEKCHH OpPOjeBH y OIHOCY Ha OICAlH]y -+
3amoBobaBajy akcnome (A1) — (A4) ca ciincka akcnoma ypeleHor mosba, mpn demy
je neyrpanun enement (0,0) n mera hemo kpahe osnavaBarm 0, IOK je CympOTHH
esiement ejemenrta (x,y), nar ca (—x,—y). Hemro cioxkenuje je npoBeputu na
MHOKeIbe 33/10B0jaBa akcuome (A5)—(AS8), kao u akcnomy (A9), ann ce To cBonu HA
obuuny pauyHnuily. IIpu Tome HeyTpasiHu ejleMenT 3a MHOXKeme je ypehen map (1,0)
kora kpalie 03Ha9aBaMO ca 1, & MHBEP3HM €JIeMEHT He-HyJITOT eJleMeHTa (,y) 1aT je
ca (z/(2* +y?), —y/ (2 + y?)). TIposepuliemo oBo mocemme. Ipema nebunumujn
AMaMo

) (e ey
x . _— =
Y\ 2 222

2 —2 _
- (5 et ) = (L),

22+y2 224y a2 +y? a2+ y?

Ha raj nauun, crpykrypa (C,+,-) jecre jenqHo nosbe, mWToO 3HAYU 1A Y HEMY BaXKe
CBa IPaBUJIa PAYyHARa ca + U - KOje cMo 10 cana ussesau. Ouo muje ypeheno jep
Hucmo nedunncanu penanujy <. Hemro kacuuje Bumehemo ma ce Ty mopemak Hu
HE MOXKE YBECTH, TAaKO Ja J00ujeMo ypeheHo mosbe.

Ipeciukasame ¢ : R — C, maro ca ®(z) = (x,0) jecre xomomopduszam nospa,
jep oumrnenno Baxku P(0) = 0, ¢(1) = 1, ®(z +y) = O(x) + P(y), P(z-y) =
&(x)- P(y), u jow je unjekrusno, na R M0keMO NOMCTOBETUTH €A HEIOBOM CJAMKOM
®R)={(z,0)|]ze R} C C.

Hmazunapna jedunuya je 6poj (0,1) € C. Hboera osuauasamo ca i. Taj 6poj
“Ma 3aHUMJIbUBY OCOOMHY

i?=1(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0) = (-1,0) = —1.

Onasne ce Buau na C He moxke 6utu ypeljeHo moswe, jep y cBakom ypehenom mosby
Bazxu 22 > 0 3a cBe merose esemente, na 6u y C umamu —1 = 42 > 0, amu u
1 =12 >0, ogaxye je 1 = 0, mTo je memoryhe.

Caaku ce KoMmIIeKcaH 6poj (z,y) MoXKe HamucaTn y obJanKy

(xvy) = (33,0) : (1’0) + (y,O) : (071) =z +yi,

nMajyhu y Buay Hamre osuake. Yoynyhe hemo kommiekcae OpojeBe 3anncuBary Ha
oBaj Apyru HauuH x + yi, a He Kao (z,y). Ca TakBum 3amucom, peasnne GpojeBe
noucroBehyjemo ca KoMmiuiekcHuM 6pojeBuma obsmmka x + 0 - 4.

Peaanu deo kommaekcuor 6poja z = x + yi, je Rez = x; umaeunapru deo je
Imz = y; xonjyeosaro womnaexcuu 6poj je z = x — yi, a ancoaymna epednocm
je |z] = /2?2 +y? = z- z. Cse oBe yernpn (bYHKIMjEe MOTY ce TPHMEHUTH U Ha
peasiHe OpojeBe, U TaJa Cy OHE TPHUBHjAJIHE OCUM Yy CJIY4ajy AIrcoJiyTHE BPEIHOCTH.
Hawnme peasan meo n Koujyrosax 6poj peastHor 6poja cy OH caM, a IMATHHAPHE I€0
je "yJsa. AncosyTHa BpenHocT peasiHor 6poja je

>0
|x|:\/g?:{x’ v=

—z, <0
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1.37. CraB [cBojcTBa KoMIUIeKCHUX GpojeBal. Ako cy z = x + yi n w =
U + vi IBa KOMILIEKCHA OPoja, Taga BasKh
a) |Rez| < |2l; [Tm 2] < |2 |2] < |Re| + | Tm z;

_ [z P
Wi\ ) = =
) w w

JToKA3. a) |Rez| = |z] = Va2 < a2+ 4?2 = |z|; [Imz| = |z| = Vy? <
Va2 +y? = |zf; |22 = 2® +y® = [z + [y < |z + 20zlly] + [yI* = (2] +y))%

6)ztw=(rxtu)+(ytov)i=(rtu)—(ytv)i=(x—yi)*(u—vi)=Z+w;
Z-w = zu—yv+ (zv+yu) = zu — yv — (xv + yv)i = (z — yi)(u — vi) = Zw;

3a tpelly jenHaxkocT je IOBO/BHO mOKazarm w—l = W', a T0 je TAYHO HA OCHOBY

jeTMHCTBEHOCTH WHBEP3HOT eJleMenTa i jemHakoctn 1 = 1 = ww—1 = ww—1.

B) JIaKO. O

1.38. T'eomeTpujcka mHTEpHperanuja KoMJeKcHUX OpojeBa. Kaxky ma
je layc npBu nomao Ha naejy m1a KOMILIEKCHE OpOjeBe MPeICcTaB/ba KA0 TAYKE PABHI.
Nwmajyhn va ymy ma 6poj ¢ - mMarnHapHa jeIMHUIA HUje HU Mambu HUTU Belm of
HyJIe, HAjJIOTUIHE]e je 1a Ta CMEeCTUMO Herjie u3BaH peasHe npase. C apyre cTpaHe, ¢
I0YeTKa KOMILJIEKCHE OpojeBe BuauMo Kao ypehene napose peasinux, a Kako I0CJI€/I-
IbMIMa O[INOBapa TAYHO jedHa TavyKa paBHu y JleKapToBOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY,
TO U KOMILJIEKCHOM OPOjy OIrOBapa, jeHa TavKa PaBHU.

3a norpeby reoMeTpHjCKOr MeICTaB/barba KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa YMECTO T U y-
oca, ropopuhemo peasma u umazumnapHa oca. Ha mapemnHoj cimmnm npencraBibeHn Cy
KOMILIeKCHU OpojeBu 3 + 24, —1 +iu —2 — 4.

A

3+2i

Cu. 2

Anconraa BpemTHOCT KOMIIJIEKCHOT OpOja Ha, CJIWIN Ce BUIN KAO HHETOBO Pac-
TOjame O] KOOPAMHATHOI MOYETKA, TO jecT om Hyse. PeamHu meo Kao mpojexnmjy
Ha peaJiHy OCy, UMaruHApHU Kao IPOjeKIn]y Ha MMAruHapHy OCy, a KOHjyroBaHO
KOMILJIEKCHI OPOj KA0 CUMETPUYaH y OJHOCY HA PEeasiHy OcCy.
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BAKHE HEJEJJHAKOCTUA

1.39. HejennakocT Tpoyria. 3a cBe KOMILIEKCHe OpojeBe z U w BayKu
|2+ w| < [z] + |wl,
TIpY 4eMy 3HAK jeTHAKOCTHM BayKM aKO M CaMO aKO CY zZ M w MCTOT TPABIIA, OTHOCHO

aKO TOCTOju mo3uTuBaH O6poj A > 0, TakaB [a je Win z = A\w Win w = Az

JokA3. Nmamo
lz+w? = (z+w)(Z+w) = |2]* + |w|* + 20+ Zw =
= |z]> + |w|* + 2Re 2w <
< |2+ [wf? + 202 |w] = (2] + |w])*.
IIro ce Tnve 3HAKA jeIHAKOCTHM OH HACTYIA aKO M caMo ako je Rezw = |zw0].
VYeranoBUMO Kaa 38 HEKM KOMILJIEKCAH 6poj a = a + i3 Baxku Rea = |a|, omHOCHO

a = y/a? + 2. To hie 6urn ako u camo ako je 3 = 0wu « > 0. Tako je Re zw = ||
aKo ¥ €aMo aKo je zW = {1 > 0, oqHocHO (IIOC/Ie MHOXKEHa €A W) aKO U CaMO aKo je

zlw|? = pw, onHocHo 2 = ﬁw ako je w # 0. Akojew =0, ommajew =0-2z. O

1.40. BepuyimjeBa mejequakocrt. Heka jen € Nu h € R, h > —1. Tana
je
(13) (I4+h)" >1+nh,

py 9YeMy 3HAK JeTHAKOCTU BaXKM ako u camo ako jen =0, n =1 wiu h = 0.

JOKA3. Uunykmumjom. 3a n = 0 nejennaxoct ce ceogn Ha 1 < 1,a3an =1 Ha
14+ h <1+ h, ABe HECYMIbUBO Ta4HE HEjeTHAKOCTH.

IpernocraBumo ma (13) Baku 3a Hexku npupomad 6poj n. IlomHOXKUMO Ty
HejeqHakocT ca 1 + h > 0. Hobujamo

(1+h)" ™ =1 +n)"(1+h)> (1 +nh)(1+h) =
=1+ (n+1)h+nh®>>1+(n+1)h.

Ha mocnenmem mecty, jemHakoCT Bazku ako u camo ako je n = 0 mwinum h = 0.
Hakme, Beh 3a n > 2 u h # 0 Baxu crpora Hejennakocr. 3an = 0,1 u h =0
HETIOCPEIHOM TTPOBEPOM YCTAHOBHABAMO 18 BaYKM jeIHAKOCT. O

1.41. Hejemuakoct apuTMeTHdKe W reomerpujcke cpeawmse. Heka cy

ai,as,...,a, > 0 peasnun 6pojeBu. Tama Baxku
a1+a2+...+an
(14) Yai1as .. .0, < s
n
IpU 9eMy jeTHAKOCT BayKM aKO M CAMO aKO Cy CBu OpojeBu a1, ds, - . . , G, Mehy cobom
jeITHAKN.

JleBa crpana y (14) nasusa ce zeomempujcra cpeduna, a 1eCHA GPUMMEMUYKA
cpeduna 6pojeBa aq,as, . .. Ay,
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JlOKA3. 3a n = 1 HejemHakOCT ce cBOOM HA a1 < ai. 3a n = 2, OHA MOCTaje
+b .
Vab < CLT, mTo je exsuBasenTHo ca 0 < (v/a — vVb)? = a+ b — 2v/ab.

Mugykumjom MOXKEMO TOKA3aTh Ja je OHA TadHa U 33 OpojeBe OOJMKaA N = 2k,
Hanwme, y3umamo 3a 6a3y mHIyKImje n = 2, a 3aTuM AOKa3yjeMo mpesias n = 2n:

(15)
ar.. . an + /any1. . a2n
QMZ\/{L/al...an{L/an_,_l...agng 2\/ S
ap+---+an +an+1+"'+a2n
< n n _a1+a2+~~+a2n

2 2n

BaBpuinu nores je na gokazkemo Ja ce Hejennakoct (14) npenocu ca 6poja n Ha
6poj n — 1. OBakaB HAYMH JOKA3UBAaKa HA3UBA Ce pezpecusha undyryuja. Hajupe
CMO JOKa3aJii A HEjeHAKOCT BAYKU 33, OECKOHAYHO MHOTO MPUPOIHUX OpojeBa -
y HameMm cjaydajy To cy opojesu 1,2,4,8,16,32,..., a 3aruMm ,OMy®HaBamMo pyie“
KOje cy octajie m3Mmelhy mux, aan 0a03ro, on Beher Opoja ka MameM.

Hoxazkumo ummmukamujy n = n — 1. Oznauumo G = n~l/ajaz ... an,—1. Axo
crasumo y (14) a,, = G, onna je

G= Vaias...0n_1= ’{/alag cocap_1(ay .. an_1)Y ("1 <
cutat-tan1+G

— )

n

OITHOCHO
nG <ay+ay+---+an_1+G,

OllaKJIe jeTHOCTABHNM TIpefalimBameM J001MjaMo TPAsKEHY HejeTHaKOCT.
JlokaxknMo [1a 3HaK jeTHAKOCTM BaXKWM aKO M CaMO aKO Cy CBU OpOjeBW aq, ag,
., ap MeDhy cobom jemuaku. 3a n = 2 10 je TpuBmjasHO. llokaxkmmo ma ce oBa
TBPOIbA MMPEHOCH y 00a MHIYKIIN]CKa KOpaka n = 2nun = n—1. Y OpBOM KOPaky,
nejennakocr (15), ma 6u Bazkmk/Ia jenHakocT morpeGHO je na Oyne {/aiaz...a, =

Yapt1-.-QA2p, KAO U Q] = -+ = Qp U Qpt] = -+ = (d2,, OJAKIE H00HjaMO a1 =
e e a/2n-

Y Opyrom WHIYKIINjCKOM KOPAKY, MOTPEOHO je Ja BaXKM 4] = g = *++ = Up_1 =
G, omakie je OUYurIeqHo a1 = ... 0p_1. O

IIpumedoba: TlocToje HajpasManTHja yONIITEHA TPETXOTHE HejeqHakocTu. He-
Ka OII IbUX HaBeIeHa Cy y Bexkbamy 10.

1.42. Kommu IIIBapiioBa Hejennakoct. Hekacy ai,as,...,a, nby, b, ... b,
KoMmIuiekcHu 6pojesu. Tama Baxku

(16) S b < [ D lael2, | S b,
k=1 k=1 k=1

py 9eMy 3HAK jeIHAKOCTH BAaXKW aKO U CAMO aKO Cy HU30BH G1,...,0An U by, ... by

MIPOIIOPIIMOHAJIHYU, TO JECT KO M CAMO aKO II0CTOje KOMILJIEKCHU OpOjeBu A u (i TaKBU
Ja je 3a cBe j Aaj + pb; = 0 npu gemy je A2+ 2 > 0.
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JOKA3. Osnaunmo HAjIpe,
n n n
A:Z|ak|2; B:Z|bk‘27 L:Zakbk.
k=1 k=1 k=1

Tpeba na nokazkemo na je |L|? < AB.
Ouurienny HejemHAKOCT

(A7) 0 < azby — arb;|® = |a;|*|bk|? + lar[*|b;* — a;braxb; — arbja;by,
nmpocymupamo mo j = 1,...,n, u gobujamo
0 < |bx*A + |ax|* B — byar L — arbi L,

a 3aTuM je mpocymupamo o k = 1, ..., n ga 6ucmo nobumu 0 < BA+AB—LL—LL,
omrocuo 0 < 2AB — 2|L|2, mTo je u Tpebaao moKazaTu.

Ia 6u Bazkuo 3HaK jenqHakocTu, HeonxonHo je na y (17) Baxku jemHakocr 3a cBe
J,k, a TO 3HAYM 1A 3a CBAKO j, k BaxKu

(18) ajbk = akbj.

Ako mpermocraBuMo 1a je 3a cBe k, by # 0 onma ce To cBomu Ha a;/b; = ax /by =0,
onuocHO a; = 6b;. Axo je mexu by = 0, omma u3 (18) Bumumo ma je u a; = 0,
yKOJIHKO je 6ap jenno b; # 0. Axo cy cBu b-oBu jennaku HyJiu, CTBap je TPUBUjAIHA.

O

IIpumedba: Yonmremwe Komu [lIBapriose nejennakoctu je Xeadeposa nejedna-
xocm. O B0j Bumeru Bexkbame 12.

JOOATAK - JEAVMHCTBEHOCT 1 EI'SVUCTEHIINNJA PE-
AJTHX BPOJEBA

Hewmoryhe je, napasmo, n To nehemo nm mokymasaru, ma JOKaKeMO jeIUHCTBEHOCT
peannux 6pojeBa. okazahemo ma cy peasau 6pojeBu jemwHCTBEHU 00 Ha U30MOPHU3AM.
To 3Ha4mM na aKO MMAMO IOBEe CTPYKType Koje 3amoBosbaBajy axcuome ox (A0) mo (Al6)
1a OHe MOpajy Outm m3omopdHe, IaKje MNCTOBETHE KAa0 CKYMOBU W Ca MCTOBETHUM 3a-
KOHUMa padyHama u nopehema. CBe TBpame Koje cMO u3Benu o ckymy R, modesmu o
merose neduUHUINK]e Ia 0 OBOI TPEHYTKA U3BEIEHEe Cy U3 aKCAOMA, IITO 3HAYH A BaXKe
¥ 32 Ma KOjU OPYT¥ CKYIl KOjU 33J0BOJbABA HaBeIeHe akcmoMe. T0 KOPUCTUMO y TOKa3y
JeTMHCTBEHOCTH.

1.43. Cras [JenuHcTBeHOCT peanHux 6Gpojesal. Heka cy (R1,+1,1,<1,01,11)
u (Rz,+2,2,<2,02,12) mBa ypebhena mosba koja 3amoBosbaBajy akcmome (A0) — (A16),
Taga noctoju m3omopdmsam P : R; — Ro.

Hokas. Ilpema Crasy 1.10, mocroje mormosra Fi C Ry u F» C Ry m3somopdnua ca
nosbeMm QQ pammonastaux 6pojeBa. Tama cy u F1 u Fh mehycobro nzomopdua mossa, jep je
npecimkaBame o = o o ! F} — Fy uzomopdmsam, ako cy ¢ : Q — Fy n ) : Q — F
uzomopd3amu (a TO ce JIAKO MPOBEPABA).

Ilokaszahemo kako ce ®¢ moxke mpomyxutu mo mesmor ckyna Ri. Heka je x € Ri.
Tana je, mpema Crasy 1.31 B),

r= sup Yy =supLlyg,
y<iz,ycF
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roe je
L ={y € Fily <1 z}.
Hedunuimemo
O(x) = sup Po(y) =sup Po(La).
y<1a,y€F)

IIpso Bamanoct gedurnmmje. Cxyn $o(Ly) je oauTo HEMPa3aH, a OTPAHUYEH j€ 003T0
6pojem Po(z), rue je z € Fy 6uno xoju 6poj 3a koju Baxu z >1 . Tako gakse, oH uma
CyTIpeMyM.

Hpyro, 3a z € F1 je ®(z) = ®o(x), jep je Tama ckyn L, uma MAKCUMYM H OH j€ jeTHAK
z. Tako ce ma ckymy Fi, ¢ nokmama ca @g.

Tpeba jom mokaszaru ocobure (1). Ilocmenme aBe, OIyBame HEYTPATHAX €JIEMEHATA,
cnene w3 gumennne na je |p, = o u ma je o mzomopdusam.

OuyBame nejennakoctu nokasyjemo osaxko. Heka je ¢ <; y. Tana je (ouursenuo)
L, C Ly, u ®o(Ly) C Po(Ly), ma mcra HejeTHAKOCT BAXKU M 33 CyIpeMyMe, OIHOCHO
(z) <2 (y).

Cana ouysame cabupama. Heka je x +y = 2. Taga je Ly + Ly = {a+bla € L,,b €
Ly} = Lyiy. Hoxaxumo ma je ®(z) + ®(y) cynpemym ckyna L, + L,. Hajuope, To je
ropme orpanmiemne, jep 3a a +b € Ly + Ly, Baxku a < ®(z) u b < P(y). dokaxumo u ma
je Hajmame. 3a ma koje € > 0, 6pojesu ®(x) —e/2 u ®(y) —€/2 nucy ropma orpaHuuleba
ckynoBa L, ommocuo L,, ma mocroje a € Ly mw b € L, taksu ma je a > ®(z) —&/2
ub > ®(y) — e/2, wro cabupamem naje Ly + Ly, 5 a+ b > ®(z) + ®(y) — €, na 6poj
®(z) + ®(y) — € ne moxe Guru ropme orpanuveme ckyna L, + Ly. C apyre crpane,
HEIIOCPeIHO ce mpoBepasa na je L, + L, = L.

Ocraje jom ma ce HOK3axe O4yBambe MHOXKeHma. 10 ce MOXKe YYMHHTH Ha CIMYaH
HA4YUH, ¢ THM WTO Tpeba mocebuo pasmarparu derpupu Moryha ciaydaja - kaga cy © u y
00a mo3uTHBHA, 062 HETATUBHA, U HAM3MEHWYIHO MO3UTUBAH 1 HeraruBaH. OBaj meo JoKasa
je M30CTaBJbEH. g

1.44. Henexunposu npeceru. Caga hemo npucTynmuTu onucy KOHCTPYKIMjE CKYTIa
peannux O6pojeBa momohy pammonaaaux. Omumre mpuxBaheH MeTon je METOI TAKO3BAHUX
Hedexundosuzr npecexa.

VYpeben nap (A, B) mogckynosa ckyna Q mazwBaMo JleIeKWHIOBAM TIPECEKOM, WA
caMO TPeCceKoM, aKo je ucuymeno cienehe:

(i) AnB =0

(i) AUB=Q

(is) A# 0 u B #0;

(iv) BacBeac Aube Bjea<
)

(v) Ckyn B mema MUHEMYM.

TepMuH mpecek I0Ja3u 0Tyaa jep cMo u3bopom ckymoBa A u B ,mpeceksu” ckynm Q Ha
OBa Jiesia, JIEBU W OECHU.

Jennocrasua cBojcrsa npeceka (A, B) cy

CBaku ejleMeHT cKyna B je ropme orpaHmdeme ckyna A;

Akojea € Aux < aonmajex € A;

Axojeb€e Bux > bounaje x € B.

1.45. Tlopeheme npeceka. Kaxemo na je mpecek (A, B) mamyn wim jemHak O
(A1, B1) u 6enexumo (A, B) < (A1, B1) axo je A C A;. Hapasuo tume je u B D Bj.

Kako ce medpuwHunumja 3acHuBa HA pesIAlUju WHKJIy3Uj€ HEMOCPEIHO Ce KOHCTATyje 1Ia
penanuja < 3amoBosbaBa akcuome (A10)-(Al2). [dokaxkumo U 1a 3a70BOJbABA AKCHOMY
(A13). Hekacy (A, B) u (A1, B1) n1Ba upeceka, u Hexa nuje raquo ga je (A, B) < (A1, By).
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Tana auje A C Ay, omnocno nocroju a € A\ A1. Ho Tama a € B, mro Ha OCHOBY CBOjCTBa
(iv), 3ma4m ma je a ropme orpanmueme ckyna Aq. Taxo je A1 C A.

Hoxaxnmo na Baku u akcuoMa cynpemyma (A16). Hexka je (Aa, Ba), o € I Heka
HempasHa gaMuImja mpeceka KOja MMa ropme OrpaHmdene, Ha mpumep mnpecek (Ao, Bo).
Koncrpyunmenmo npecek (A, B) nomohy

A= Aa, B=Q\A4

acl

¥ JOKaXXMMO Ha je OH cympemyMm Hame damvmanje. J[la je ropme orpaHmdeme CIeau
HermocpeTHo jep je ymumja A manckym csaxor A.. Ipermocrasumo ma je (A’, B') < (4, B).
Tana mocToju 6ap jemno a € A xoje nuje y A'. Tama je To a € A, 3a 6ap jemwo «, ma 3a
TaxBo o Huje (Au, Bo) < (A, B').

1.46. Pamponasuu 6pojeBH Kao MOACKYI CKyIla CBHX IpeceKa. Y 4uTaBOM
TOTJIaB/bY PAJAMMO Ca pAIMOHATHUM OpojeBmma ma he wnTepsan (a,b) o3HAYABATH CKyI
CBUX payuonarnur 6pojea uamely a u b. Panmonasnnom 6pojy ¢ € Q momesbyjemo mpecek
((—o0, 4], (g, +00)). Jacno je na je nopeheme paumonannux 6pojesa carsacuo ca nopehen-
jem mpeceka, jep u3z q1 < g2 caenu (—oo, q1] C (—o0, g2]. Takse npeceke ozHauaBaliemo ca
G v Ga.

Tako hemo 3a ucrakHyTe KOHCTaHTe Hysdy u jemunuuy y3eru npeceke ((—oo,0],
(0, +00)) ommocuo ((—o0,1],(1,400)). C 063upoM ma He MOCTOjU OMACHOCT Of 3abyHe
mux hemo osnauasaru jensocrasuo ca 0 u 1, ymecro 0 u 1. Tume je, napasno moxasama
u axcunoma (AO0).

1.47. Cabupame npeceka. ledununmemo 36up npecexa (A, B) u (A1, B1) kao npe-
cek (A+A1,Q\(A+ A1), npu uemy je A+ A1 ={a+a1|a € A a1 € A1}. Ha je 3aucra
ped o npeceky Buau ce jep uz a+a1 € A+ Ayt uxr <a+a ciemu x € A+ A;. Baucra,
akojed=a+a1—z,oumaa—9/2€ Ana1 —0/2€ Aymz=a—95/24+a1 — /2.

Takobe, ounro je §+7 = q/ﬁ”, LITO 3HAYH JIa CE CJIaXKe ca cabUparmbeM PAlMOHAJTHIX
6pojesa.

TaxBo cabwpame oIuryIenno ucmymasa akcnome (Al) w (A4) - mpocTo mampocTo, jep
je Al + A=A+ A1 (Al + Az) + Az = A1 + (Az —+ A3) Axkcuoma (A2) TaKObe HI/Ije
cropra jep je (A, B) +0 = (A + (—00,0],Q\ (A + (—=00,0]) m A + (c0,0] = A.

Hoxaxunmo akcnomy (A3). 3a marm mpecek (A, B) dopmupajmo npecek (C, D) nomohy

C = Q\ (—4), A HeMa MaKCHUMyM
- 1Q\ (—A) U{—max A}, A uma makcumym

na hemo umaru A 4+ C = (—o0, 0]. IIpecek (C, D) osmauasahemo ca —(A, B).
Hoxaxumo u akcuomy (A14). Baucra, us (A, B) < (A1, B1) umamo A C A; u tume
A+ C C A1+ C, opaxue je (A,B) + (C,D) < (A1, B1) + (C, D).

1.48. MHo>xkeme mnpeceka. MHoxkeme mpeceka medununcahemMo y 3aBUCHOCTH Of
TOra [a JIM JIEBH KOMAJl MMa WM HeMa mo3uTuBHUX OpojeBa. [Ipecek wuju jreBu KOoma
caIpsKu Gap jedaH CTPOTo Mo3uTuBaH 6poj je crporo sehin ox 0, u mera hemo 3BaTu cTporo
nosutwBaH. [Ipomssox cTporo nmosmruBaux npeceka (A, B) u (A1, B1) medwanmemo kao
npecek (C, D), rue je

C=(-00,00U((ANQ") - (A41nQ")), D=Q\C,

npu demy je Q1 osHaka 3a CTPOro MO3UTHBHE PAIHOHAIHE GpOjeBe, a MPOU3BOI CKYIIOBA
ce pedununie Tayka no tadka. O4YUTO je u TaKo AOOUjeHH MPeceK CTPOro MO3UTHBAH, A
umamo na Baxu u (Alb).
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Ha axcrmome (Ab5)-(A8) Bake 3a CTPOrO TMO3UTUBHE MPECEKE HEMOCPEIHO CE€ MPOBEPABA
Kao u onrosapajylie ocobune 3a cabupame. Huje remko nu nposepuru akcuomy (A9).

Ocraje jomr ma nmedpwHUNIEMO MHOXKEHE MPEeCceKa KOju He MOpPajy ONTH HYXKHO TO3U-
tusru. Crasnvo 0 - (A, B) = 0. Ako je (A, B) nerarupan, OHIa CTaBUMO

(A7B) : (07 D) = 7(7(‘473) : (Cv D))a
a aKo Cy 06& HETaTUBHa, OHOda CTaBUMO
(A,B)-(C,D) = (—(A,B))- (=(C,D)).

Baxeme akcuoma (A5)-(A9) u (Al5) nposepaBamo cBohemeM Ha Ciydaj CTPOro mo-
3UTUBHUX IIPECEKA.

IIperxonnu moka3 HUje m3BemeH HpeBHIIe neTa/bHO, Beh caMo y OCHOBHUM mpTama,
jep TmpencTaB/ba AOMYHCKH MaTEPHjaJT.

1.49. 3anakama. Koucrpykuuja JeneknHIoBUX Mpeceka je HAUYWH 1a ce KOHCTPY-
umre ckyn R momohy ckyma Q. Omatse, ako moctoju ckyn Q omma moctoju u R, anme
er3UCTeHNNja CKyIla peajHux OpojeBa HUje MOKa3aHa y MOTIYyHOCTH, Beh cBemena Ha ersm-
CTEHIN]y CKyTa PAINOHATHUX.

Moryhe je xounctpyucaru ckyn Q momohy ckymna Z, a ckyn Z nomohy ckyma N, mox
je ckyn N moryhe xorcTpycutu momohy Teopumje ckymoBa. [Ipyradmje pedeno, ckym R
TMOCTOjU aKO TMOCTOju CKym Q, ckym Q mocToju ako mOCTOju CKym Z, a Z ako TOCTOju
N. Hajsag N mocroju ako mocroje ckymoBu. JacHO je Ja OBaKBO CBOoDeme He MOXKe
nga ce nacraBu ad infinitum. Pesysiraru maremaruke nBajgeceror Beka mokasyjy da Ce CBe
MaTeMaTHIKe TeOpuje MOTy KOHCTpyucarn noMohy ckymosa. To 3HaYM ga aKO IPUXBATIMO
13 CKYIOBH IIOCTOj€, OHIA MOYKEMO TOKA3aTH U er3UCTEHIIN]Y CBUX OCTAJIUX MATEeMATHIKIX
CTPYKTYPa.

Tume ce yjenno m mokasyje HempoTuBpeuHocT. Hamme, ako je Teopuja panroHATHUX
OpojeBa HEMMPOTWBPEYHA, W TOCTOjU MOJIE/I PEAJHUX OpojeBa HAUUILEH MOMONY pamroHaAJ-
HUX, OHJA je u Teopuja peasinux HemporuBpedna. Il tako cBe mo Teopuje ckymosa. Me-
hyrum, Cemen je 1931. mokasao ma ce HEMPOTUBPEYHOCT jEIHE TEOPHUje HE MOYKE JOKA3ATH
yHyTap e came, Bell caM0O KOHCTPYKIIMjOM MOIeJa y HeKOj apyroj teopuju. Tako ce me-
NPOTUBPEYHOCT Da3UdIHE TeOPHje - TeopHje CKyIOBa He MOXKe HOKA3aTH, U aKO Ce jeIHOM
TMOKake [1a y TEOPHUju CKYTOBA TMOCTOjU HEKa KOHTPAMWKIIN]A OHIA IUTABY MATEMATUKY
MOZKeMO 113 6anuMo.

BE2KBAIBA

1. Heka je (S, <) ypeben ckym, Tj. ckyn y kome Baxe (A10) - (A12). Kaxewmo na je
s € S maxcumanrarn enemenm ckyna S, ako 3a cBako t € S u3z s < t ciaenu s = ¢, a KaKeMo
I3 je s MaKcumMym ako 3a cBe t € S Bpenn t < s.

a) Ako ckynm S mMa MaKCHMyM, OHZIA j€é TO HEroB jeIWHH MAKCHMAJIAH eJleMeHT. [1o-
Ka3ary.

6) Heka je S = N\ {1} = {2,3,...}, u < nedunucano ca m < n ako n geau m.
ITokaszaTu ma CKym S HeMa MAKCHMYM, I OIPEIUTH CBE MAKCHMAJIHE eJleMeHTe CKyIa S.

B) Heka je A = {a,b,c} u S = P(A)\ {A}, rue je P(A) ckyn cBux moackymnosa CKyua
A (13B. napmumuenu cxyn ckyna A). Ucnuraru jgu S nMa MakCHMyM M OADPEIUTH CBE
MaKCHMaJIHE eJIEMEHTE CKyTa S.

2. a) Hexa je F mospe, n veka je P C F meros noackyn ca ocobunama:

(i) z,ye F=z+y, zy € F
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(i1) sa cBako x € F Baxkm tawno jemua on caenehie tpm moryhuocrm: x € P, x = 0,
—x € P.

TakaB CKyIl 30BEMO KOHYC NOZUMUEHUL EACMEHAMA.

Ioxkaszaru na je F' ypeheno nospe, ako penannjy < gedunuumemo ca z < y aKO I CaMO
ako y —x € P;

6) Hexa je F = {a +bv2|a,b € Q}. Jokasaru ma je I mo/be, Kao I Ta Cy CKYIOBH
Pi={a+bv2€ F|la+b/2 >0}, P, = {a+bV/2 € F|a—bv2 > 0} ncnymanajy ycaose
(7) m (4i). UsBecTn 3ak/byvax ma ce F' MOXKe ypemuTH Ha OB PA3IMYUTa, HATUHA.

3. Heka S o3mavaBa CKyn CBHUX TIpec/juKaBama a : Z — R (3ampaBo HW30Ba mHIE-
KCHPDAHWX W HETATMBHUM OPOjeBMMa) TAKBUX 1a mOCTOju jo € Z ca ocobunom a(j) = 0, 3a
cse j < jo.

a) Heka cy a,b € Z. [Tokasaru ma je 3a pukcupano k € Z CKyn CBUX mapoBa WHIEKCA,
(,7) 3a xoje je i +j = k u 3a koje je npousson a(i)b(j) # 0 xomawan; 3arum noKa3aTu ma
je mpou3BoI

(a-b)(k) = Y al(i)b(j)
iti=k
m00po neduHICAH;

6) Hokaszaru ma je (S,+,-,<,0,1) ypeheno mospe ako ce cabupame medunuue ca
(a+b)(5) = a(j) 4+ b(j), MHOKEHmE K0 Yy IPETXOTHO] TAYKM, MOPEJAK ca @ < b aKO U caMo
ako je a(j) < b(j), rme je j majmamn neo 6poj 3a koju je a(j) # b(j), myma xao 0(5) =0 u
1, j=0
0, j#0’

B) ITocmarpajyhu mmsose

) 1, 7>0 ‘ 1, 720
a(j) = ‘ u b(j) = .
0, j<0 0, <0

jemnamna xao 1(j) =

mokazaru ja y ypehernom nospy S He Baxku ApxumemnoBo CBOjCTBO.

4. Hexa je F' = {P(z)/Q(z) | P,Q - moJMHOME}, CKYTI CBUX PAUUOHAAHUT PYHKYUja,
Tj. KOIMIHWKA 1BA IOJIMHOMA.

a) Hoxasaru ja je F mospe y ogaocy Ha yobudajeno cabupame u MHOXKeme dyHKuuja;

6) Axko je P ckyn onnx pammonasaux dyuakmuja R(z) = P(z)/Q(x), e cy majcrapuju
koedunujertn nonmaoma P u @ ucror 3uaka (OTHOCHO Gy /bm > 0, rme je P(z) = anz™ +
s 4 a1z + ao, Q(x) = bpa™ + -+ 4 bix + bo), nokasaru ma je P komyc, te na jem F
ypeheno mosbe y omHOCY Ha mopemak ysenen momohy P;

B) Hokasaru ma je F meapxmmenoBo mosbe, mocmarpajyhin dyukuuje f(z) = z, u
g(z) =1.

r) Yurajyhu ApxumemoBo CBOJCTBO Ka0 KOHTPAIO3UIM]Y, TOKa3aTu maa y F mocrojum
HENPa3aH O/I03r0 OTPAHUYEH CKYTl KOju HEMa CyIPEMYM;

1) Edbexrusno koncTpyucarn takas ckyi. [Ymyrcrso: 3a csako a,b > 0 je ax < ba?.]

5. Ogpenuru sup A u inf A, ako je:
2
a) A= {m—z |m,n€N,m<n};
n
_r

6) A= ,y>0p;
: {m+y‘” }

Ty
0 A= {0 0)

6. Heka cy X,Y C R orpanmuenn ckynosu. Ilokasaru na je sup(X +Y) =sup X +
supY u inf(X +Y) = inf X + infY. Ilokasaru na amajorLe jegHakoCTH Baxke U 3a
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TMPOM3BO/, aJIM CAMO O[T JOJATHOM MPETIOCTABKOM [1a ce CKymoBu X U Y CacTOje WCKIbY-
YUBO OJ IIO3UTUBHUX €JIEMEHATa.

7. Axko penumasaumM 3anucuma n, didsds ... MM, C1C2C3 . .. OArOBapajy UCTU PEATTHU
6pojesu, Taga Baxku jemua oz caenehu tpu moryhuocrm:

1° m =nud; = ¢; 3a cBe j;

2°m=nud;j=cj3aj=1,2,...;k—1lundi+1=ctud; =0,¢c; =93aj > k.

3n=m+1nd;=0,c; =93acsejecN.

okazaru.

8. Hexka je p npuponan 6poj. Hdedunumnemo k-Ty p-nuMasry peaHor 6poja &, Kao

di = [pz] — pl];
do = 2] = p"la] - 3 dup™ .

Ioka3zaru ma je 3a cBako k, 0 < dp < p—1, kao u 1a je

rmm (13 %).

k=1

9. Koucrpyncaru 6ujexujy usmely ckymosa (0,1) n (0,1) U{1,2,...,n}.
[YoyrcrBo: Yountn mexm npebpojus moackyn A C (0,1) m xkoncTpymcarn Gujexuujy
m3mehy Aumw AU{1,2,...,n}]

10. Heka cy a; > 0 peasnu 6pojeBu. Hedbunnmemo G = {/aias ... a, reoMeTpujcKy,
ar+azx+---+an n .
A= aputMeTnuKy, H = 1 1 1 XQpMOHHjCKY X K =
al a2 Qn

KBaJpaTHa cpeguny. okazarn

¢ﬁ+ﬁ+m+ﬁ
n
H<G<A<K,

Tpn YeMy Ha CBAKOM MeCTY jeTHAKOCT BajKM aKO M CaMO aKo je a1 = G2 = -+ = Qn.

11. Hoxkasaru Maneposy nejednarocm:

n

[T+ = L= + 1w
j=1 j=1

Jj=1

roe cy x;,Yy; > 0 peasnu 6pojeBu.

12. Heka cy p,q > 1 peannu 6pojeBu 3a KOje BaKu

1 1

~—4+-=1.

p q
a) Hdoaksaru JauroBy mejemnakoct ab < a*’? + b9 a,b > 0;
6) dokasaru XesnepoBy HejeaHAKOCT

n n 1/p / n 1/q
S| < (Yer) ()
k=1 k=1 k=1

13. Jlokasarn Ayeaosy nejednaxocm. Axo je a? > a3+ --+a2 wm b3 > b3+---+b2,
TaIa je

(a1by — asby — -+ — anbn)® > (af — a3 — -+ —ap)(bi — b3 — -~ — bp).



36 KOHBEPT'EHIINIJA

14. Hexka je f xomBekcHa GyHKIHUjA, U a1 > A2 > -+ > QAp, b1 > by > -+ > by,
HU30BH 32 KOje BaKu
k

m

k n
ajZij, sak=1,2,...,n—1 Zaj:ij.
1 j=1 j=1 j=1

Hoxaszaru Kapamamuny nejednarocm

flar) + flaz) + -+ fan) > f(b1) + f(b2) + - -+ f(bn).

Jj=





